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Zusammenfassung = 


Die Arbeit beschäftigt sich mit der Ausbreitung elektromagnetischer 
Wellen von einer Strahlungsquelle aus, die im Innern eines unendlich langen 
Hohlkegels mit vollkommen leitenden Mantelflichen angeordnet ist. Grund- 
sätzlich werden nur solche Strahler berücksichtigt, die axialsymmetrische 
Wellen erzeugen. Davon gibt es zwei Typen: Die elektrische und die magne- 
tische Transversalwelle. Im Teil I der Arbeit wird die fiir beide Fälle ge- 
eigneteste mathematische Darstellung des primären Hertzschen Vektors ab- 
geleitet. 

Der Teil II behandelt den Vorgang der Ausbreitung bei der elektrischen 
Transversalwelle. Das gesamte Wellenfeld im Kegel zerfällt danach in eine 
unendliche Zahl von Teilfeldern, von denen jedes für sich einem möglichen 
Ausbreitungsvorgang entspricht. Der Grad der Kugelfunktion und die Ordnung 
der Zylinderfunktion, die bei jeder Teilwelle die örtliche Ausbreitung be- 
herrschen, entsprechen den unendlich vielen Wurzeln der Gleichung P | (cos a) =0 
in bezug auf n. Die Amplitude jeder Teilwelle nimmt vom Sender aus 
zunächst ziemlich langsam ab, darauf folgt beim Durchgang von rk durch 
den Wert n + 0,5 ein Bereich sehr schneller Abnahme und in noch größeren 
Abständen geht schließlich das Absinken der Amplitude wie bei einer freien 
Raumwelle vor sich. Die Phasengeschwindigkeit der Welle nähert sich mit 
wachsender Entfernung der Lichtgeschwindigkeit, und zwar von größeren 
Werten her. Die radiale Impedanz ist in der Nahzone vorwiegend induktiv, 
schwenkt dann sehr rasch zu reellen Werten um und nähert sich in der 
Wellenzone dem reellen Widerstand 120 rn, Ohm. Der Strom an Blindenergie 
ist in der Nähe des Senders bedeutend, in der Wellenzone gegenüber dem Fluß 
an Wirkenergie sehr klein. Schließlich werden noch die Eigenschwingungen 
eines durch eine Kugelkappe begrenzten Kegels untersucht. 

Der Teil III befaßt sich mit der magnetischen Transversalwelle. Zunächst 
werden alle dem elektrischen Fall entsprechenden Formeln aufgestellt. Für 
die Teilwellen sind hier die Wurzeln der Gleichung P, (cos «) = 0 maßgebend. 
Qualitative Unterschiede im Verhalten beider Wellentypen treten nicht auf. 


*) Der physikalische Teil dieser Arbeit war vorgesehen als Vortrag auf 
der im September geplanten internationalen Physikertagung in Zürich. 
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Darüber hinaus wird für die magnetische Transversalwelle auch die Aus- 
breitung im Doppelkegel behandelt und die Art der Eigenschwingungen unter- 
sucht, deren er bei Abschluß durch eine Kugelkappe fähig ist. Schließlich 
wird noch eine Beziehung für den primären Hertzschen Vektor aufgestellt, 
wenn die im Kegel sich ausbreitende Welle einer koaxialen Leitung entstammt, 
die in die Spitze des Kegels einmiindet. 

Im Anhang werden die zahlreichen Formeln aus der Theorie der Kugel- 
funktionen, die in der Arbeit benötigt werden, im Zusammenhang hergeleitet. 


Liste der verwendeten Formelzeichen 

exp(— iat) das Zeitgesetz der Schwingungen mit i = ) — .. 
y’=- iwe die elektrodynamische Leitfähigkeit des Mediums gegenüber 

einem elektrischen Strom in S/em mit e = u * 10-1! F/em 
oD It 
fiir das Vakuum, 
die elektrodynamische Leitfiihigkeit des Mediums gegeniiber 
einem magnetischen Strom in Ohm/em mit u = 42-10~ Hem 
fiir das Vakuum, 


die Wellenzahl des Mediums in em”, 


die Wellenlänge im freien Raum in Zentimeter, 


die Lichtgeschwindigkeit im Medium in cm/s, 
; die radiale Impedanz der elektromagnetischen Welle in Ohm, 


“ der Wellenwiderstand der freien Raumwelle in Ohm, 


die elektrische und magnetische Feldstärke in Viem und A en, 
‚ der Hertzsche Vektor für die elektrische oder magnetische 
Transversalwelle, 
= der Poyntingsche Energiestrom in W, 
‘ die Polarkoordinaten des Aufpunktes oder Quellpunktes. 
der Radius des ringförmigen Senders in Zentimeter, 
der gesamte Öffnungswinkel des Kegels, 
der gesamte Öffnungswinkel des inneren Kegels, 
der Strom in A in einem aus elektrischen Dipolen zusammen- 
gesetzten Sender, 
die Spannung in Volt bei einem aus magnetischen Dipolen 
zusammengesetzten Sender, 
die Radien der beiden Kugelflächen, die den Kegel an der 
Spitze oder an dem breiteren Ende begrenzen, in Zentimeter. 
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I. Allgemeines 
1. Die Voraussetzungen der Aufgabe. Die Bewegung elektro- 
magnetischer Wellen durch hohle Leiter veränderlichen Querschnitts, 
wie sie metallische Trichter oder Horne darstellen, nimmt in jüngster 
Zeit die Aufmerksamkeit der Physiker in weitem Maße in Anspruch, 


erwartet man doch wie in der Akustik von ihrer Verwendung eine 
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verbesserte Richtwirkung bei der Abstrahlung von Hohlleiterwellen in 
den freien Raum. Der EinfluB solcher Trichter auf die Ausbreitung der 
Wellen ist bisher allein fiir Horne von Sektorform [5,6,7) untersucht 
worden, die im Anschluß an Hohlleiter von rechteckigem (Juerschnitt 
von Bedeutung sind. Die betreffenden Forscher haben dabei vor 
allem die verschiedenen Typen fortschreitender Wellen ermittelt, die 
in derartigen Hörnern auftreten können. Sie haben aber nicht den 
Einfluß der Erzeugung und der Zunahme des Hornquerschnitts auf 
die Amplituden der Teilwellen festgestellt. 

In der vorliegenden Untersuchung wird die Bewegung elektro- 
magnetischer Wellen in einem kegelförmigen Horn behandelt. Diese 
Art Horne kommen hauptsächlich im Anschluß an Leitungen von kreis- 
förmigem (Juerschnitt oder als selbständige Strahler in Betracht, und 
sie sind daher neben dem Paraboloidhorn von größter Bedeutung. 
Daher werden wir unser Augenmerk auch auf den Einfluß der Er- 
regung der Wellen richten, um so gleichzeitig einen quantitativen 
Einblick in die Zusammensetzung der Strahlung aus Wellen ver- 
schiedener Ordnung zu bekommen. Damit sich die Untersuchungen 
nicht zu umfangreich gestalten, werden wir uns im Rahmen dieser 
Arbeit von vornherein auf solche Sender beschränken, die ein axial- 
symmetrisches Feld erzeugen. Zwar würde der von uns einamillngene 
Lösungsweg auch eine beliebige Erregung zu behandeln gestatten. 
Da wir aber auch mit der angegebenen Beschränkung bereits die 
meisten der praktisch bedeutsamen Arten der Strahlungserzeugung 
erfassen, so dürfte die Betrachtung des einfacheren axialsymmetrischen 
Feldes vorerst genügen. 

In diesem Sinne werden wir durchweg die Annahme machen, 
daß die elektromagnetische Strahlung von einem zur Kegelachse 
gleichachsigen Ringsender ausgeht, der entweder aus gleichphasig 
schwingenden elektrischen oder magnetischen Dipolen besteht. Es 
versteht sich von selbst, daß diese Art der Strahlungsanregung die 
von seiten eines einzelnen magnetischen oder elektrischen Dipols, 
der direkt in der Achse des Kegels liegt, als Sonderfall enthält. Am 
Schluß der Arbeit werden wir auch noch auf den Fall eingehen. daß 
das Feld im Horn seine Entstehung der Hauptwelle einer koaxialen 
Leitung verdankt, die in die Spitze des Kegels einmündet. Von 
der Wandung des Trichters nehmen wir an, daß sie aus einem 
vollkommenen Leiter besteht. Ebenso soll das Dielektrikum im 
Kegel verlustfrei sein. 

2. Die grundlegenden Beziehungen fiir die Strahlungsanrequng 
im Kegelhorn. Um an Raum zu sparen, werden wir die Über- 
legungen, die uns zu der geeigneten mathematischen Beziehung für 
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die Anregung der Strahlung durch einen ringförmigen Sender 
führen, nur an dem Fall des stromdurchflossenen Kreisringes aus. 
führlicher darlegen. 

Der Beitrag, den das an der Stelle (r’, 9, 0) liegende Strom- 
element o’-dg’ zum gesamten Hertzschen Vektor des |)ipol- 
ringes r’, # im Aufpunkt (7, +, 0) liefert, ist bekanntlich bei einem 
Zeitgesetz exp (—-iwt) der Größe nach durch die Formel gegeben: 
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Abb. 1. Bildliche Erläuterung der geometrischen Zeichen 


Hierin bedeutet R gemäß Gl. (2,1) den Abstand zwischen den 
Punkten (r’, #, 0) und (r, :#, 0) und % den Strom im Ring mit dem 
Radius 0 =r'-sin#. Die Richtung des Vektors entspricht der 
Richtung wachsender Werte von ¢& 

(2.1) R? =r? 4+ — 2rr 

für den Wert = 0. Der Beitrag zum Hertzschen Vektor im Auf- 
punkt A(r, %, 0), der von dem Stromkreiselement im Punkte (r’, 4, g) 
des Senders herrührt, ist seiner Größe nach gleichfalls durch den 
obigen Ausdruck für 0%, gegeben, wenn R dabei den Abstand der 
Punkte (r’, #, gy’) und (r, #,0) bezeichnet. Seine Richtung ist 
parallel zu der Richtung wachsender Werte von g’ im Quell 
punkt (r‘, 9, g'. Dann ist gemäß Abb. 1 diejenige Komponente 
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dieses differentiellen Vektors, die im Aufpunkte selbst mit dem 
Azimut g =90 die Richtung wachsender Werte von g hat, gleich 
IP, cosy. Die dazu senkrechte Komponente von SP, lassen wir 
vorläufig außer Betracht. Der gesamte Hertzsche Vektor, der im 
Aufpunkt r, +, g = 0 in Richtung wachsender Werte von zeigt 
und der Erregung durch den ganzen Kreisring entspricht, wird 
demnach durch die Gleichung beschrieben: 


Die im Aufpunkt (r, ‘+, 0) in Richtung zunehmender Werte von x 
fallende Komponente des Hertzschen Vektors, die wir bisher bei- 


Abb. 2. Der Integrationsweg © der komplexen Integrale in der s-Ebene 


seite gelassen haben, ist nach dem Ersatz von cosy durch — sing’ 

ebenfalls durch (2,2) gegeben. Sie fällt späterhin fort. j 
In bezug auf das Polarkoordinatensystem von Abb. 1 ist nun 

bekanntlich der in (2,2) auftretende Faktor exp GER) durch die 


R 
den Reihe (2,3) darstellbar. Sie konvergiert in der angeschriebenen | 
lem oo 
d eik R . 9 \ 5 
er (2,3) >> (2m + (kr)-w, (kr). P, (r>ri 
n=0 
Form absolut, solange r >’ ist. Für r< rr’ braucht nur in (2,3 
\ul- r mit r’ vertauscht zu werden. Die Reihe (2,3) verwandeln wir in 
og bekannter Weise [9] in ein Umlaufsintegral, das längs des in Abb.2 | 
den ikR ] 
(2,3) 7 k J (kr) (kr)P ,(— cos 0) 
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eingezeichneten Weges © zu nelımen ist. Dieses Integral ist ie u 
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Gl. (26a) des Anhangs und des asymptotischen Ausdrucks (2,4 
erkennt. 


- N» cos»v- In 
| 2 | 


(2,4) ~ 4 n=N.er, N >on), 


Wir gehen danach mit (2,3a) in die Gl. (2,4) ein und vertauschen 
die Reihenfolge der beiden Integrationen. Diese Operation ist wegen 
der absoluten Konvergenz des Integrals (2,3a) erlaubt. Die Inte. 
gration über gy’ läßt sich dann nach Gl. (2,4) des Anhangs sofort aus- 
führen. Für die hier vorgesehene Erregung des elektromagnetischen 
Feldes durch einen elektrischen Stromring vom Radius 9’ =r'-sin # 
ist demnach der primäre Hertzsche Vektor durch die Beziehung 
gegeben: 


(r, wt, 0) 
p 


” 4) 

(2,0) s-I18°— 4 

fe (knw, (kr)P=', (—cos#)P (cos #’). -ds. 


2 2 2 


Gemäß ihrer Herleitung ist die Gültigkeit der Gl. (2,5) an die Voraus- 
setzung gebunden, dab r>r und #>% ist. Besteht etwa die 
entgegengesetzte Voraussetzung, so hat man in (2,5) die Zeichen X 
mit w und «+ mit # zu vertauschen. 

Auf genau die gleiche Weise ergibt sich, daß bei einer Er- 
regung des Feldes durch einen magnetischen Stromring, dessen 
Stärke durch die in einer einzelnen Windung erzeugten Spannung —ll 
beschrieben werden mag, der zugehörige primäre Hertzsche Vektor 
durch die Gl. (2,6) dargestellt werden kann. 


(e) 
2) IT, — 
| 4 / > 


1 

(kriw (kr’)P~'  (—cos:#)P~ (cos#), ————-ds. 
ER. BERN. cos 78 


Hinsichtlich der Giiltigkeit von Gl. (2,6) gelten die gleichen Be- 
merkungen wie im Anschluß an Gl. (2,5). 

Die Gl. (2,5) und (2,6) enthalten als besondere Fälle die Er- 
regung des Feldes durch einen einzelnen magnetischen oder elek- 
trischen Dipol, der in der Achse des Kegels liegt. In der Tat 
denkt man sich den stromdurchflossenen Kreisring kleiner und 
kleiner werden, so muß er in der Grenze, wenn dabei gleichzeitig 
der Strom in einer bestimmten Ordnung über alle Grenzen wächst, 
seiner äußeren Wirkung nach einem magnetischen Dipol entsprechen, 
und umgekehrt gilt das Gleiche. Den quantitativen Zusammenhang 
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zwischen J, 0° und dem Moment des entstehenden axialen magne- 
tischen Dipols findet man am bequemsten durch einen unmittelbaren 
Vergleich der für E, oder 9, geltenden Ausdrücke. Für den Über- 


Zusammenhang durch Gl. (2,7) gegeben, und für den Übergang vom 


magnetischen Stromring 


(2,7 Oz = g™). lim 2.%) 
(a ¢ 3 


zum elektrischen Dipol beschreibt ihn die Gl. (2,8). Mittels dieser — 
(2,5) ,-d2=— - lim (a 0’? - W 


beiden Gleichungen lassen sich aus den Beziehungen (2,5) und 26) 
ohne Schwierigkeiten auch die Ausdrücke für die beiden primären 
Hertzschen Vektoren angeben, die einer Erregung des Feldes durch 
einen einzelnen axialen Dipol elektrischer oder magnetischer Art | 
entsprechen. Da nämlich mit 0 >00 auch # ~~» 0 geht und w 
nach Gl. (3) des Anhangs in diesem Fall P° os (cos 9) in #/2 über- 

2 
geht, so hat man nur nötig, z. B. in (2,5) (cos) durch 
u,-02.(2ar'g”)-! zu ersetzen. Demnach läßt sich das primäre 
elektromagnetische Feld eines im Abstand r’ von der Kegelspitze 
gelegenen axialen magnetischen Dipols von dem Moment u,-d02 


durch den folgenden Hertzschen Vektor pP; beschreiben: 


| = + 


(2,9) 


(kr) w (kr) Po" (— cos 
cos a8 


2 2 2 

Ebenso besteht für den primären Hertzschen Vektor eines axial 
angeordneten elektrischen Dipols vom Moment i_- 42 die Beziehung: 
im 

| Qe t, 0) = — 


da 
(2,10) 


. [: ‚rw cos 9)- - 
s— - s— 


Nach dem Vorstehenden besitzt der Hertzsche Vektor, der 
hier zur Beschreibung eines axialsymmetrischen elektromagnetischen 
Feldes benutzt worden ist, gleichgültig ob die Erregung von elek- 
trischen oder magnetischen Dipolen ausgeht, stets nur eine einzige 
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Komponente, nämlich diejenige, die in Richtung wachsender Werte 
von zeigt. 
(212a) = 9° - k-*. graddivQi, 
(2,12 b) E=rotü. 
Gemäß dem aus den beiden Gleichungsgruppen (2,11) und (2,12 
hervorgehenden Zusammenhang zwischen den Hertzschen Vektoren ® 
oder & einerseits und den Feldgrößen andererseits leiten sich daraus 
für die Feldkomponenten selbst die folgenden Darstellungen her: 
Bei der Erzeugung durch einen elektrischen Kreisstrom ist 
‘6 (sind By) 
(2,13 b) 


or 


2,13a) 


912. m), 

(2,13c) E, = ) 

(2,13 d) =€=€,=0 

und bei der Erzeugung durch einen magnetischen Kreisstrom 


ov 

0 (r Dg) 
(2,14b) \ = 
(2,14c) 
2,14d) 
In dem Strahlungsfeld eines um die Kegelachse konzentrischep 
Ringsenders aus elektrischen Dipolen verlaufen also, wie auch un- 
mittelbar verständlich ist, die elektrischen Kraftlinien überall in 
koaxialen Ringen, deren Ebenen zu der des Senders parallel sind. Bei 
dem Strahlungsfeld eines magnetischen Ringsenders oder eines 
axialen elektrischen Dipols gilt das Gleiche von den magnetischen 
Kraftlinien. 

Beriicksichtigt man bei den Gl. (2,13) oder (2,14) die nach den 
Feldgleichungen zwischen & und § bestehenden Beziehungen. so 
stellt man leicht fest, daß P,: &,= ® der folgenden Differential- 
gleichung genügen: 

1 D) ] ( 1 


(2,15) pr + 


=. 


sin 4 
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Diese Gleichung ist keineswegs mit der auf Polarkoordinaten be- 
zogenen Wellengleichung für einen von g unabhängigen Skala 
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identisch. wenn sie ihr auch äußerlich sehr ähnelt. Man kann 
jedoch jederzeit von PB und & zu Hilfsgrößen übergehen, die ihrer- 
seits die Wellengleichung selbst befriedigen. Dazu braucht man nur 7 
die durch G1. (2,16) angegebene Substitution vorzunehmen, und aus 


Gl. (2,15) ist dann 


2,16) = = const -- 


(u,v) 
0% 


sofort ersichtlich, daß in der Tat uw und v selbst die Wellen- 
gleichung (2,17) erfüllen. Mit der Beschreibung des Feldes eines > 
elektrischen 

1 


Dipols durch die Hilfsgröße u oder v sind wir damit auf die bei Bezug- 
nahme auf Polarkoordinaten übliche Darstellung zurückgekommen. 
Geht die Wellenzahl k = w/c »0O, so entartet die Wellen- 
gleichung (2,17) in die Laplacesche Gleichung, und, anstatt das 
Feld einer Wellenstrahlung zu beschreiben, stellen dann die Gl. (2,5 
und (2,7) nach entsprechender Änderung die gewöhnlichen Vektor- 
potentiale stationärer Felder dar. Diese Änderungen ergeben sich für 
beide Gleichungen ohne weiteres aus den Grenziibergiingen (2.18a. b). 


(2,18 a) H, (rk) -Fın) 


=) (k > 0). 
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2.1 
(2.18b) Jırk 
Danach lautet z. B. gemäß (2,5) die Integraldarstellung für das 
primäre Vektorpotential eines von Gleichstrom durchflossenen Ringes 
mitr>r und # >. wie folgt: 


Ror 0) e -§ 
| 


-) * cos #) P "(cos #)- 


&—- 


(2,19) 


> > 


In (2,19) kann ohne Gefährdung der Konvergenz der Integrations- 
weg@ in die durch den Punkt — 0,5 gehende Parallele zur imaginären — 
Achse geöffnet werden, was vordem nicht möglich war, und längs 
dieses neuen Weges ist dann das Integral auch gültig für aler<r. 
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Il. Die Welle mit dem zur Kegelachse transversalen elektrischen Feld 


3. Die allgemeine Lösungsgleichung im Raum des einfachen 
Kegels. Wir behandeln an erster Stelle den Fall, daß innerhalb des 
Kegels mit dem halben Offnungswinkel « das elektromagnetische Feld 
durch einen elektrischen Ringsender erzeugt wird, der den zur 
Kegelachse senkrechten und koaxialen Kreis (r’, +’) ausfüllt. Dann 
läßt sich, wie wir gesehen haben, das primäre Feld dieses Senders 
durch die Gl. (2,5) beschreiben, und zwar ist sie in der dort an- 
gegebenen Form gültig für aller>r und alle # >%. Für das 
von der Mantelfliiche reflektierte Feld des Kegels machen wir den 
Ansatz (3,1), worin A(s) eine vorläufig unbekannte Funktion von s ist. 

AF = - Em (kr)w, (cos 9) 


e- 


6 2 


(cos ı#) - A(s)- 


Das Auftreten von ie (cos #) in diesem Ausdruck ist notwendig, 
denn das retlektierte Feld muß natürlich in der Achse des Kegels, 
d. h. für #= 0, endlich bleiben. Außerdem darf die Zusatz- 
funktion (3,1) nicht dasselbe Partikularintegral der Differential- 
gleichung der Kugelfunktion enthalten wie die Gl. (2,5), sondern es 
muß darin ein anderes, davon unabhängiges Integral vorkommen. 
Beiden Forderungen entspricht nach dem Anhang die oben in (3,1 
aufgeführte Kugelfunktion. Im übrigen gilt auch für den obigen 
Ansatz die Bedingung r > r‘. Da nun der Kegelmantel aus einem 
vollkommenen Leiter bestehen sollte, so muß für alle r und # =« 
nach (2,13c) ©, und damit auch ® selbst verschwinden. Der 
Aufbau. der Gl. (2,5) und (3,1) unterscheidet sich jedoch in den 
beiden Fällen r>r’ und r<r’ im Hinblick auf den von r und r 
unabhängigen Bestandteil in keiner Weise, so daß, wenn es einmal 
gelungen ist, die Grenzbedingung mit den Gl. (2,5) und (3,1) fürr >r 
zu erfüllen, diese Bedingung auch im Falle eines r < r’ befriedigt ist. 
Nun wird die Forderung über €, erfüllt, wenn wir in (3,1) A (s) gemäß 
der Gl. (3,2) wählen. 
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Wir führen dann, um die Schreibweise abzukiirzen, die Hilfs- 
funktion f ı (9 @) der Gl. (3,3) ein und erhalten damit als fertige 


1 \ 
&- 
9 


= ~1 
f ,(ha= pP ‘cos a) P (— cos #) 
> 
1 (COs it) 


> 


| (— cosa) P”' 


Lisung unserer Aufgabe die folgende Integraldarstellung: 


%, ir, 3,0) = — in 1 (kr) (kr f 1 07 


1 
2 


PT, (cos #') 


2 


1 (COS @) 


Sie gilt für alle r>r° und #>r’ und erfüllt tatsächlich alle Be- 
dingungen der Aufgabe. Die Änderung, die an ihr vorzunelımen 
ist, um sie etwa auch für r< r’ und #< 9° brauchbar zu machen. | 
ist schon im Anschluß an Gl. (2,5) besprochen worden. 

Wir lösen die Gl. (3.4) mittels des Residuensatzes von Cauchy 
wieder in eine unendliche Summe auf. In (3.4) stellen jedoch die 


Nullstellen des Nenners. die von cosas herrühren. keine Pole des 
Integranden mehr dar. denn fiir ein s = p+ = mit p = 0.1.2... 
ist nach Gl. (9b) des Anhangs auch f,(#.=) der Null gleich. Die 
einzigen wirklichen Pole des Integranden von (3.4) werden vielmehr 
allein von den Nullstellen der Funktion P~* (cos @) in bezug aufn 
gebildet. Eine Formel. die die Lage dieser Nullstellen für Be 
Werte von zu berechnen gestattet, ist im Anhang angegeben. Für 
große Werte von « bleibt für die Bestimmung der Nullstellen keine 
andere Möglichkeit als die der schrittweisen Eingabelung, nachdem 
aus den allerdings nur für ganzzahlige n vorhandenen Tafeln 
für P7 (cos a) die ungefähre Lage der Nullstellen ermittelt worden 
ist. Für die graphische Darstellung der Wurzeln über den ganzen 
Winkelbereich von 0=«=Sn, wie sie die Abb. 3 wiedergibt. kann 
man sich allerdings dadurch die Arbeit etwas erleichtern, daß man 
umgekehrt die Werte von n als gegeben ansieht und nach den zu- 
gehörigen Wurzeln der Gleichung (cos = 0 in bezug auf das 
Argument fragt. Auf diese Weise können z. B. alle Nullstellen der 
Gleichung für ganzzahlige n sehr schnell gefunden werden. Für 
den Winkelbereich von 0...20° wurden in Abb. 4 die Wurzeln der 
PIE 
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in Rede stehenden Gleichung noch einmal besonders in einem für n 
logarithmischen Maßstab dargestellt, um so auch Werte von n größer 
als 13,5 zu erfassen. 

Da alle Nullstellen der Funktion P7 (cos «) in bezug auf 
reell und einfach sind, so macht die Berechnung der Residuen des 


N 


"—magnehsche 7; 

'ransversalwe 
elektrische 
—>« 


l J 
60 8 100 m 180° Bi 


Abb. 3. Wurzeln Abb. 4. Die Wurzeln » von 
der G1. (eos a) = 0 P (cosa) =0 und p-! (cosa)=0 
im Bereich kleiner Winkel « 


Integranden von (3,4) fiir die in unendlicher Zahl vorhandenen Pole 

keine Schwierigkeit. Die endgültige Darstellung von ®,, läßt sich 

dann noch vorteilhafter schreiben, indem man von der Gl. (21) des 

Anhanges Gebrauch macht. Damit entsteht für T, oder besseı 
gleich für ©, die folgende vollständige Beziehung: 
29° k 

1,9, 0) =— wur, =) (kr) kr 
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Die Summe in (3,5) ist über alle Wurzelwerte » =n, _, der 
Gleichung f (cosa) = 0 zu erstrecken, die gemäß der Lage des 


Weges in Abb. 2 größer als — E sind. Aus Abb. 3 ist in dieser 
Hinsicht zu ersehen, daß in’ allen praktisch vorkommenden Fällen 
der kleinste Wert von » nicht kleiner 1 werden kann, wenn von 
vornherein von dem trivialen Fall » = 0 abgesehen wird. Ist für 
einen bestimmten Aufpunkt r<r, so braucht man nur, um die 
dann maßgebende Gleichung für E, zu erhalten, in (3,5) die 
Zeichen r und r’ miteinander zu vertauschen. Die noch für das 
Integral (8,4) erforderliche Beschränkung auf #-Werte des Be- 
reichs # < ı# < a kommt, wie aus der Herleitung ohne weiteres 
hervorgeht, für die Lösung (3,5) in Fortfall. 

Neben der Gl. (3,5) geben wir vor jeder Diskussion auch noch 
die Beziehungen für die anderen beiden Feldkomponenten an. 
Nach (2,13) lauten sie: 


y= 


, (1, 4,0) = . Ss’ ly + 5) (kr) w (kr 


rk sina 2 


P, (cos 9) cos ) 
r>r, 923350) 


é (cos «) 
> 
P, (cos a) | 


9,09, =—ik-3 


we (kr) 


, — 1 (cos $) 1 (cos #’) 
Ajem. 
P (cos «) + | öl n (cos «) \ 
\ On 


Auch für diese beiden Gleichungen trifft dieselbe Bemerkung zu wie 
oben: Damit sie für r < r’ gelten, brauchen nur die Zeichen £ und 
miteinander vertauscht zu werden. 

Erfolgt die Erregung des Feldes nicht, wie bisher angenommen 
wurde, durch einen stromdurchflossenen Kreisring, sondern durch 
einen in der Kegelachse angeordneten Dipol vom Moment u_- dz, so 
ist in den letzten drei Gleichungen gemäß der früheren Fest- 


stellung r’ - sin 9. P=!(cos #) zu ersetzen durch . 
7’) 

Hinsichtlich @ erstreckt sich die Gültigkeit unserer Lösungs- 

gleichungen über den ganzen Winkelbereich von *#---2, denn 
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kleiner als # kann « offenbar nicht werden. Zwei bemerkenswerte 


Sonderfälle liegen vor fir @= und @=a2. Für «= a ist im 


Raum iiberhaupt kein Kegel vorhanden, und die in diesem Fall 
aus (3,5) entstehende Beziehung muB dann der Entwicklung (25 
für P, entsprechen, von der wir anfänglich ausgegangen sind. Wir 
wollen das nicht im einzelnen nachprüfen. Ein Blick auf Alb. 3 
überzeugt uns jedoch davon, dab für ¢ = a die Zeigerwerte v = n, 


in (3,5) tatsächlich die positiven ganzen Zahlen durchlaufen. Für «=, 


_ entartet die Mantelfläche des Kegels in eine vollkommen leitende 
Ebene. Die Zeigerwerte » erfüllen in diesem Fall die Reihe der 
geraden ganzen Zahlen. Bei der Behandlung dieser Aufgabe als 
Einzelfall würde man jedoch besser ein Zylinderkoordinatensyster 
benutzen. 

Fürr >coo nimmt 9, schneller an Größe ab als die anderen 

_ beiden Komponenten. Die Welle im Kegel nimmt also in großen 

_ Abständen vom Sender mehr und mehr den Charakter einer reinen 
Kugelwelle an. Für r — > 0 bleiben alle Feldkomponenten zum 


mindesten von endlicher Größe, da J, (kr) sich dabei wie r 


verhält. 

Vertauscht man r und # mit r und #, so bleibt der Aufbau 
von ®, ungeändert. Der Vektor ®, verhält sich also wie ein 
 Greensche Funktion. In der Tat stellt er auch nichts anderes dar. 

eine Symmetrie 
eine Symmetrie 


vom Felde der Welle induzierte Spannung dar, und dividiert durch } 
ist es der elektrodynamische Gegeninduktionskoeffizient der be 
Ringe o und o’. 


4. Die physikalischen Aussagen der Lösung. Um einen ersteı 


zu bekommen, wollen wir uns zunächst an Hand der Gl. (3,5)...(3,1 
ein Bild von der Feldstruktur verschaffen. Gemäß diesen Gleichungen 
zerfällt das gesamte elektromagnetische Feld im Horn in eine un- 
endliche Zahl von Teilfeldern. Allen diesen Teilfeldern ist gemeinsam, 
_ daß die zu ihnen gehörenden Werte von E, und §, sowohl in der 
Kegelachse mit %=0 als auch am Kegelmantel mit = « ver 
‚schwinden. Sowohl in der Kegelachse als auch am Kegelmante 
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besteht also nur ein radial gerichtetes magnetisches Feld. und zwar 


verlaufen wegen P,(l)=1 und P,(cos«)<0 die magnetischen 
Kraftlinien an beiden Flächen in entgegengesetzter Richtung. 
Während aber © und 9, für den kleinsten Wert von » nur für 
3-0 und #=« verschwinden, tun sie dies bei den höheren Teil- 
wellen auch für Winkel zwischen 0 und «. Abgesehen von «+ = U, 
tritt dieses Verschwinden von © und 9, ebenso oft ein, als die 
Ordnungszahl p des betreffenden Gliedes angibt. Aus der Abb. 3 
ergeben sich alle diese Winkel als Schnittpunkte der durch den 
Punkt n,,-; verlaufenden Parallelen zur Abszissenachse mit den 
darin eingezeichneten und innerhalb des Bereiches 0=4=« 
liegenden Kurven. Eine ähnliche Gesetzmäßigkeit gilt hinsiclftlich 
der Häufigkeit des Verschwindens von 9,. Die dem Glied y =n, _, 
entsprechende Teilwelle zerfällt demgemäß in p verschiedene, durch 
Kegelflächen mit wachsendem Offnungswinkel voneinander getrennte 
Wellenpakete, die die Gestalt eines Ringwulstes haben. 

Was die Länge dieser Wellenpakete in Richtung wachsender r 
anbetrifft, so erkennen wir die hier vorliegende Gesetzmäßigkeit am 
besten, indem wir z. B. die Gl. (3,5) in reeller Form schreiben. Bei 
einem reellen Wert von k bildet den einzigen komplexen Faktor 
dieser Gleichung die Hankelsche Funktion H ı (kr. Schreiben 


wir der Kürze halber für den are dieser Funktion y_ , (kr) und 


erinnern uns daran. daß der Zeitfaktor in unserem Falle durch 
exp(— im) gegeben ist, so lautet das pte Glied in der Entwicklung 
von (3,5) wie folgt: 


(4,1) +0) = 90) »costg (r=nm,-.ı). 

Für die niedrigste Teilwelle p= 1 und für verschiedene Ofi- 

nungswinkel des Kegels ist in Abb. 5 der Verlauf von g , mit 


wachsendem rk graphisch dargestellt. Je größer der Winkel « ist, 
um so kleiner fallen danach die Werte von rk aus, bei denen der 
Verlauf von g schon einen merklich linearen Charakter besitzt. Im 
wesentlichen beginnt der lineare Verlauf bei solchen Werten von rk, 


für die rk>n,,_ı + ist, und da nach Abb. 3 n, _, mit kleiner 
werdendem Offnungswinkel ansteigt, so setzt eben auch der lineare 
Verlauf für kleine Winkel « erst später ein als für große. Bezeichnen 
wir das Gebiet rk S n,,-1 als die Wellenzone des Horns für die 
pte Oberwelle im Gegensatz zur Nahzone mit rk - N,,-1. so kann 


te 
m 
ill 
5) 
ir 
3 
—1 
n 
9 
de 
ler 
als 
em 
ren 
en 
um 
pau 
sine 
dar. 
trie 
kte. 
der 
go 
h 5 
der 
orns = 
4 


18s Annalen der Physik. 5. Folge. Band 37, 1940 7 


nach Debye für Aufpunkte der Wellenzone angenähert geschrieber 


werden: 


arg (rh)/: (hr) 
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Ab 
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We 
gen 


liel 


N den 


-2 Ke 
Abb. 5. Der Gang des Phasenwinkels der Teilwelle niedrigster Ordnung mit rk Gl, 
Es 
Mit wachsendem rk geht also re. selbst gegen rk. In der Wellen- den 
zone ist demnach zufolge (4,2) die radiale Länge eines der o 
beschriebenen Wellenpakete gerade gleich der halben Vakuumwellen- 
länge der betrefienden Schwingung. Bei Werten von rk, die di 
‚Bedingung rk>n,,_ı noch nicht in ausreichendem Mabe erfüllen, 
ist die Länge der Welle im Horn größer als die Vakuumwellenläng 
Die Richtung aller Kraftlinien kehrt sich im übrigen nach (4,1) | 
Fortschreiten in radialer Richtung von Wellenpaket zu Wellenpaket 


um. Für die Teilwelle niedrigster Ordnung hat nach alledem das 
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magnetische Feld in der Wellenzone innerhalb eines Meridian- 
schnittes etwa das Aussehen von Abb. 6. ‘ 
Die Geschwindigkeit, mit der sich die Wellenpakete in dem 
Raumteil r > r’ des Trichters fortbewegen, ist gleichfalls aus der 
Gl. (4,1) zu ersehen. Man errechnet dafür mit Hilfe der Gl. (4.2 
den Ausdruck: 
dr e 1 + 


= ¢- lank 


+ 5 
dr 
Mit wachsendem rk geht also -—->e, weil sich & unter dieser 
r .. 
Voraussetzung dem Wert 2/2 nähert. Diese Annäherung der Phasen- 


Abb. 6. Der Verlauf der magnetischen Kraftlinien bei der Teilwelle niedrigster 

Ordnung. Die elektrischen Kraftlinien verlaufen in konzentrischen Kreisen 
um die z-Achse 

geschwindigkeit an die Lichtgeschwindigkeit erfolgt von größeren 

Werten als c her. Für eine rohe Beurteilung dieser Verhältnisse © 

genügt auch ein Blick auf Abb.5. Aus ihm ist unmittelbar ersicht- — 

lich, daß sich w.* 1 (rk) mit zunehmendem rk von Null her monoton 


dem Werte 1 zühest, Daraus folgt aber keineswegs, daß in der 
Kegelspitze unendlich große Geschwindigkeiten auftreten, denn die 
Gl. (3,5) hat in der angeschriebenen Form nur Gültigkeit für r>r’. 
Es kann also rk auch in Gl. (4,1) nicht kleiner werden als r’k. In 
dem Raumteil r <r’ gibt es aber überhaupt keine fortschreitende. 
sondern nur eine stelende Welle. Dicht vor oder hinter der Kugel- 
fläche r=r’, in der sich der Übergang von der stehenden Welle 
zur fortschreitenden Welle vollzieht, ist es im übrigen nicht mehr 
statthaft, die einzelnen Teilwellen für sich zu betrachten, da für 
r=r die für die Möglichkeit einer solchen Zerlegung notwendige, 
absolute Konvergenz der Reihe (3,5) aufhört. 

Die Amplitude der einzelnen Teilwellen wird zunächst einmal 
wesentlich durch die Lage des Senders im Raum innerhalb des Kegels 
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beeintlußt. Nach den Gl. (3,5)...(3.7) sind die Funktionen, die jy 
dieser Hinsicht die Größe der Amplitude bestimmen, in jeder Teil. 
. welle für alle drei Feldkomponenten die gleichen. Den günstigsten 
+ 


Abstand des Senders von der Spitze des Kegels legt die Funktion 
ı (kr) fest und den günstigsten Offnungswinkel des Ringstrahlers 


die Funktion sin # -P~* (cos 9). In Rücksicht auf Gl. (13a) de 
Anhangs bestimmt sich also der günstigste Otfnungswinkel au 
Gl. (4,4) und der günstigste Abstand aus der Gl. (4,5). 


_, (cos = 0, 
(4,5) ı(kr)+2kr.)’ (kr) =0 
- 2 


j Nach Gl. (3,6) muß also im- Optimum der Ringsender in ein 
| von den Kegelflächen liegen, in denen in der Wellenzone die Radial- 


komponente verschwindet. Die Schnittlinie dieser Kegelfläche mit 
der durch (4,5) bestimmten Kugelfläche ergibt dann jeweils die ir 
bezug auf eine möglichst große Amplitude der betrachteten Teilwell 
günstigste Lage des Senders. Die Wurzeln von (4,5) stimmen bt 
großen Werten von kr, wie sie sich tatsächlich als Lösung 

Gleichung ergeben, nahezu überein mit den Wurzeln der Gleichung 
, (kr) =0. Die kleinste dieser Wurzeln berechnet sich 


der Formel (4,6). : Wählen wir etwa als Beispiel einen Kegel 


4.6) (kr’)nin = Np, -1 + > + 0,8086 (n,, -1 + 


dem Offnungswinkel ¢ = 25,8°, so ist für die Grundwelle nı, _,=3 
Nach (4,6) berechnet sich daraus r = 5-2 = 1,66-%. Bei Offnungs- 
= 7 
winkeln in der Größe von 25° liegt also der günstigste Wert vonr 
bei dem anderthalbfachen der Vakuumwellenlänge. Die Kegelspitze 
zeigt demnach für Wellenlängen im Dezimeterbereich ziemlich schlecht 
_ Retlexionseigenschaften. Um diese große tote Länge zu vermeidt 
und die Reflexionswirkung zu erhöhen, wird man daher in 
praktischen Fällen die Kegelspitze durch eine spiegelnde Kugeltlä 
ersetzen. Für ein derart abgerundetes Kegelhorn gelten dann 
die drei Feldkomponenten dieselben Gl. (3,5)... (3,7) wie früher, jed 
mit dem Unterschied, daß in ihnen durchweg der Faktor vr, (kr 
durch den Faktor (4,7) zu ersetzen ist. Dabei bedeutet 
n +1) 
(ka) — y,(ka) kr’)! 
1) 
(ka) 
in dieser Gleichung a<r’ den Radius der Kugeltläche, die de! 
Konus an seinem verjüngten Teil begrenzt. 
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Bei festen Werten von r’ und 9 hängt natürlich die Amplitude 
der Teilwellen außerdem noch von der Lage des Aufpunktes im 
Felde der Welle ab. Wir wollen diese Abhängigkeit für ein und die- 
selbe Teilwelle bei alleiniger Änderung von r verfolgen und die 
Frage nach dem Amplitudenverhältnis verschiedener Teilwellen erst 
am Ausdruck für den Energiestrom diskutieren, den die Teilwellen 
mit sich führen. Längs eines und desselben Fahrstrahls ist nun 
wegen # = const nach (3,5) das Verhältnis der Amplituden einer 
und derselben Teilwelle in den beiden Abständen r, > r, mit r, > r’ 
einfach durch die Beziehung (4,8) 


(4,8) = 

gegeben. Haben wir es mit derjenigen Teilwelle zu tun, deren 
Amplitude gemäß Gl. (4,5) auf maximale Intensität abgestimmt 

> , 1 
worden ist, so ist nach Gl. (4,6) schon kr’ > » + —, also erst recht 
1 

kr, >r+5- Bedeuten dann &, und & zwei analog zu & in (4.2) 
definierte Hilfswinkel, so darf in erster Näherung nach Debye das 
Verhältnis 7, , in der Form geschrieben werden: 


(,. (+ 


(» ‘ >) | 


Die Abnahme des Amplitudenverhältnisses erfolgt also bei einem 
festliegenden Wert von r, schließlich nach dem Gesetz r” . Dieses 

Verhalten entspricht dem einer freien Raumwelle. 
Für die Teilwellen höherer Ordnung ist jedoch die Beurteilung 
nicht so einfach durchzuführen. Bei diesen Wellen kann es nämlich 
auch vorkommen, daß kr, <<» + - ist, und demnach müssen wir 
hier die beiden Fälle unterscheiden, daß für ein solches r, k sowohl 


„k>r+-, als auch r-+-, sein kann. Im ersten Fall ent- 


halten die beiden Aufpunkte den Raumpunkt rk=r+ — zwischen 


sich, und man hat dann 
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Um mittels dieser Gleichung eine bessere Abschätzung des nume- 
rischen Wertes von 7,, zu ermöglichen, wurde in Abb. 7 der Ver. 
lauf von 0 — Tgö in Abhängigkeit von Cojö aufgetragen. Danach 
nimmt also für die höheren Teilwellen die Amplitude beim Über- 
gang von r, zu r, außerordentlich stark ab.‘ u 


d-790 
| 


P 


] Fr 


7. Der Verlauf von — Tq 6 in Abhängigkeit von Coj 


Betrachten wir den anderen Fall, für den sowohl r,k als auch 
rik +> ist, so ergibt sich hier für das Amplitudenverhältnis 


die Formel (4,10b), in der ö, durch die 6, entsprechende Gleichung 


( 1 
— + 5) (i - - - 292 


definiert ist. Wegen r, > r, ist mithin stets 0, < 0,. In dem Ge- 
biet rk, r,k<&r+ 14 erfolgt also zwar auch eine exponentielle Ab- 


nahme der Amplituden. Sie hält sich aber in weit geringeren 
Grenzen als im Falle der Gl. (4,10a). Beim Durchgang elektro- 
magnetischer Wellen durch Hohlleiter zunehmenden Querschnitts 
fehlt also auch bei reellen Werten von k völlig das Analogon zu 
der bei Hohlleitern festen Querschnitts geltenden Gesetzmäßigkeit, 
daß von einer bestimmten Ordnung der Teilwellen an aufwärts über- 
haupt keine Ausbreitung in Wellenform mehr möglich ist. Statt- 
dessen tritt in trichterförmigen Hohlleitern eine mit der Ordnung 
der Teilwelle zunehmende, äußerst starke Dämpfung auf. Ist jedoch 
das Horn nur genügend lang, so entwickelt sich jede Teilwelle nach 
Maßgabe der ihr noch verbliebenen Amplitude schließlich doch 
einmal nach Art einer freien Raumwelle. Das geschieht in Abständeı 


von der Kegelspitze, für die rk >» + + ist. In der Tat bedeut 
auch mathematisch der Durchgang des Argumentes rk der Hankel- 
schen Funktion H"' , (rk) durch den numerischen Wert des Zeigers 


die Grenze zwischen zwei Bereichen, in denen sich diese Funktior 
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gänzlich verschieden verhält. Auf einen weiteren charakteristischen 
Unterschied zwischen den dadurch abgegrenzten beiden Zonen werden 
wir im nächsten Abschnitt zu sprechen kommen. 

Vordem wollen wir jedoch noch das Verhalten einer dritten, 
neben der Phase und der Amplitude recht kennzeichnenden Größe 
einer Welle ‘besprechen. Es ist dies die radiale Impedanz der 
Welle im Kegel. Nach einem Vorschlag von S. A. Schelkunoff [8] 
verstehen wir darunter den (Juotienten aus der elektrischen Feld- 
komponente © und der magnetischen Feldkomponente §,. Da die 
erste dieser beiden Größen in V/em und die andere in A/cm 
gemessen wird, so hat ihr Verhältnis tatsächlich die Dimension 
einer Impedanz. Die Betrachtung dieser Größe ist gerade im vor- 
liegenden Falle deshalb so wertvoll, weil sie uns am sichersten 
verrät, auf welche Forderungen es ankommt, wenn später der Über- 
sang zum Horn endlicher Linge vollzogen werden soll. Außerdem 
zeichnen sich die Beziehungen für die radiale Impedanz durch eine 
besonders große Einfachheit aus. Nach den Gl. (3,5) und (3,7) hängt 
nämlich diese Impedanz einzig und allein von rk ab und sonst weder 
von der Koordinate «+ noch von denjenigen geometrischen Größen. 
die die Lage und die Abmessungen des Senders festlegen. Eben 
darin zeigt sich ihre besondere physikalische Bedeutung und die 
Zweckmäßigkeit ihrer Definition und ihrer Verwendung. 

Bezeichnen wir die radiale Impedanz für den vorliegenden 


Der Verlauf dieser Impedanz mit rk hängt danach lediglich über 
den Zeiger v vom Öffnungswinkel des Kegels ab. Da die Gl. (4,11) 
überdies für alle Öffnungswinkel gilt, so empfiehlt es sich, den 
Gang von ;, mit rk zugleich für verschiedene Winkel « zu verfolgen. 
Um dabei möglichst krasse Unterschiede zu erhalten, wollen wir 
zunächst annehmen, daß es sich um die Ausbreitung einer Welle 
in den freien Raum handelt. In (4,11) ist dann für die niedrigste 
Teilwelle » = 1 zu setzen, und eine kurze Rechnung liefert für die 
radiale Impedanz der freien Raumwelle vom Typus €, = €, = 0 
das Gesetz: 
— i- irk) 
k)*— rk? +1 


| 


Ohm. 
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‘ 
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Für rk » oo geht demnach 3, gegen den reellen Wert ij 
‘= 120a Ohm. 


Für rk »0 hingegen strebt 3, gegen den rein induktiven Wider- 
stand —i-mur, 

Auch fiir die Abstrahlung in den Halbraum ergibt sich no 
eine verhältnismäßig einfache Formel, da in diesem Falle für die 
niedrigste Teilwelle » = 2 zu setzen ist. Es entsteht dann di 
Beziehung: 

1%, wh) —i3rk ((r ki? + 6) 
(4,13) 3 ) 
((r — 6r k)* + (3(r k)? — 6)? 

Der Grenzwert von 3, für rk——»oo ist demnach hier ebenfalls 

/ 1 

u 2 ) 
durch () gegeben. Es ist beachtenswert, daß der Ausdruck (4,1 

€ 


zugleich die radiale Impedanz der zweiten Teilwelle bei Abstrahlung 
in den freien Raum darstellt. 

Im allgemeinen Fall eines beliebigen Öffnungswinkels läßt sicl 
keine für alle rk gültige Formel mehr angeben. Somit bleibt hi 


nichts anderes übrig, als die drei Bereiche rk<v+ 5, rk=v+ 
1 
und rk>»v+ ¥ gesondert zu betrachten. 


‘In der Wellenzone mit rk>r-+ - gilt gemäß (4,11) nach 


Debye die Näherungsdarstellung (4,14a), in der der Hilfswinkel § 
„(e) 1 + 5etg?é etg? & 
| (“) [sing Sek 


(4,14a) 


| + (1 + cos*&)(1 + 5 etg* §) 
(8 - (r k)? - sin® &) 
durch die Gl. (4,15) bestimmt ist. 


(4,15) cos = 
Die Beziehung fiir 3° in der Zone rk <y + geht aus dieser 
Formel hervor, indem man §=i-0 setzt. Dann ist ö durch die 
Gl. (4,16) gegeben, und wenn in (4,14a) die angegebene Substitution 
durchgeführt wird, so erhält man für die Nahzone die Darstellung 
y+ 
4,16 cof = —— 
(4.16) Co} 
Ya 5 Cotg?d — 1 Cotg? 
Coj? 5) (5 Cotg? d — 1) + 5 Cotg? 0] 
- Ein® 5) 
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\ı 

i 1 u 2 

Für rk >» oo wird also auch im allgemeinen Falle 3, = (#) ‚und. 
€) 

im besonderen gilt nach (4,14a) bis zu Gliedern der Ordnung (r kı=® 

die Gleichung 

- +1? -1 

(4,14) wh 


| rk 
Im Bereich der Zone (y+ >] »rk ist also wie in den ersten 
beiden Fällen 3, ein rein induktiver Widerstand, aber die Gültigkeit 
dieser Näherungsgleichung reicht nach (4,14b) noch nicht einmal 
so weit, daß sie eine Abweichung vom rein induktiven Widerstand 
erkennen ließe. 
Der Übergang vom induktiven zum reellen Widerstand erfolgt 


also hauptsächlich in dem Gebiet rk = » + - Benutzt man zur 


Approximation von H" , (rk) in diesem Bereich die Funktion Br 
so gilt für 3° die Formel 


1 


-2rk-{1—6w-it+ 


| sin? & 


/ rk 2 


(4.l46,) 


in der £ wiederum durch die Gl. (4,15) definiert ist. Im Punkte © 
rk=r+ ist also im besondern 


(e . (u\": 6 


418) (~1 siya) 


l 1 
: 


Fürenrk=r+ , behält zwar die Gl.(4,14c,) formal ihre Gültig- 


9 

keit, wenn darin durchweg §=i-0 gesetzt wird. In Rücksicht — 

auf die numerische Berechnung ist es jedoch vorteilhafter, sie für u 

solche rk in der besonderen Form der Gl. (4,14c,) zu schreiben. _ 

Die Hilfsgröße 0 ist darin wieder durch die Gl. (4,16) gegeben. u : 

Cin? d (iu 


1 1 
v 5 


— 


auch von hier zur Gl. (4,18) zuriick. 
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In Abb. 8 wurde der Verlauf von 3. mit rk für die drei F 
180°, 90° und 20,93% in Form eines Vektordiagramms « 
vestellt. Eine nähere Erläuterung dieser Abbildung dürfte sich n 
den vorstehenden Ausführungen erübrigen. 


2035 

Abb. S. Der Verlauf der radialen Impedanz mit rk en 
für die Offaungswinkel « = 360°, 180° und 21%. 

4 I: « = 180°, II: « = 90°, III: a = 21° an 
Die Ordinaten bezeichnen eigentlich negativ imaginäre Werte 


5. Der Energiestrom im Horn. Nach diesen allgemeinen Er- 
örterungen wollen wir dazu übergehen, mit Hilfe der Gl. (3,5)...(3.4 
den Energiestrom zu berechnen, der von der Welle im Horn mit- 
eeführt wird, und der durch eine im Innern des Kegels geleg 
Kugelkappe vom Radius R hindurchtritt. Wegen der Unabhängigkeit 
der Feldgrößen von g besteht für den totalen Energiestrom du 
diese Fläche die Formel: 


1 

(ö,1) © it, 0) - D,(R,#,0)- d(cos 
cosa 

Nach den Gl. (17a,b) des Anhangs ist das System der Teilwelle: 


bezug auf die Funktion P, (cos ı#) ein Orthogonalsystem. 
P,-1 
gesamte Energiestrom setzt sich also rein additiv aus den Eneı 
strömen der Einzelwellen zusammen. Nach einer ersten Neuordnung 
der Glieder entsteht in Rücksicht auf diese Eigenschaft der Teilwelle: 
der Ausdruck: 
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] 
| (cos 9’) |? 

(cosa) 


(cosa) 
On 


Zerlegen wir diese Gleichung in ihren reellen und imaginären 
Bestandteil, so ergibt sich ohne weiteres für den Wirkstrom der 
Energie die Beziehung: 


(ko’)’ 


sin « 


2 
‘oR | (cos 4 
(r< 
1 (cosa) 
DP. (cosa -) - 
on 


v 


Für den Blindanteil des Energiestroms entsteht die verwickeltere 
Formel: > 
=1,00 


SID 
v= 
(cos @) 
P(cos«) 
€ n n=ı 
An dem Ausdruck (5,3) für den Wirkstrom der Energie ist die 
bemerkenswerteste Eigenschaft seine Unabhängigkeit von R. Physi- 
kalisch spricht sich darin allerdings eine selbstverständliche Tatsache 
aus, denn, da wir von jeglichen Verlusten abgesehen haben, muß 
notwendig durch jeden Querschnitt des Kegels ein und dieselbe 
Energiemenge hindurchtreten. Für r’> R darf es überhaupt keinen 
Strom von Wirkenergie geben, und die Rechnung bestätigt dies auch. 
Die Unabhängigkeit in bezug auf R macht die Gl. (5,3) besonders 
dazu geeignet, an ihr die noch ausstehende Untersuchung über das 
Verhältnis der Amplituden der einzelnen Teilwellen untereinander 
durchzuführen. Dabei wollen wir uns auf den Standpunkt stellen. 
daß für die Teilwelle niedrigster Ordnung der Abstand r auf maximale 
Intensität eingestellt worden ist. Setzen wir dann den zugehörigen 
Wert von J? ‚ (kr) willkürlich gleich 1, so stehen bei den drei 


ı 
niedrigsten Teilwellen die Faktoren J/,, (kr) in dem folgenden 
+ 
Verhältnis: 
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für « = 10° 1:20. 10-*: 2.10%, 
a= 20° 1:4,85-10-° :1,69 - 10735, 
1:6,87- 10-4 :1,64- 107°, 
1:3,25 :4,90- 10-7. 


a= 30° 
40° 


Wir ersehen aus dieser Zusammenstellung, daß selbst bis hinauf zu 
Öffnungswinkeln von & = 40° der von der ersten Teilwelle trans- 
portierte Energiebetrag die übrigen Energieanteile so wesentlich 
überragt, daß dagegen der Einfluß der höheren Teilwellen auf die 
übertragene Wirkenergie vernachlässigt werden kann. Der Gröben- 
ordnung nach gilt das Gleiche von dem Anteil, den die einzelne: 
Teilwellen an den quadratischen Absolutbeträgen von (|? und 9? 
haben. Welche Art von Instrument daher auch immer Verwendung 
findet, seine Anzeige wird in erster Linie von dem Feld det 
niedrigsten Teilwelle bestimmt. Die Abhängigkeit des Energiestromes 
von der Frequenz ist ziemlich undurchsichtig, da © auch in k und 
also im Argument der Besselschen Funktion vorkommt. Jedocl 
ist z. B. an der Gl. (5,3) deutlich zu erkennen, daß mit stetiger 
Änderung der Frequenz für jede Teilwelle Null- und Maximalwert 
des Energiestromes ständig miteinander abwechseln. 

Der Ausdruck (5,4) für den Strom an Blindenergie hängt 
Gegensatz zu dem Fluß an Wirkenergie in sehr charakteristisch 
Weise von R ab. In der Wellenzone, für die nach unseren früheı 
Festsetzungen Rk >v-+ !/, ist, läßt sich nach Debye für das 
der geschweiften Klammer von Gl. (5,4) stehende Glied, das all 
die Abhängigkeit von R verursacht, näherungsweise setzen: 


| 


+3) 


2) 3/, 

- +3) 
Gilt hingegen für eine beliebig herausgegriffene Teilwelle das um- 
gekehrte Größenverhältnis Rk <<» + '/,, so darf für den Klammer- 
ausdruck geschrieben werden: 


] 2 
1 e+ — 
2 2(8-%gd)(r +> | | 5) | 
(5,5b) ——-e ( 3), 2 


| + +) - “| 


(9,5a) ap (Rk> y+ 


(Rk 


In der Nahzone ist mithin der Fluß an Blindenergie unverhiiltnis- 
mäßig viel größer als in der Wellenzone. Wir können also die 
Nahzone auch die Zone des überwiegenden Blindflusses nennen. 


Als Grenze zwischen diesen beiden Zonen kann der Abstand A 
angesehen werden, für den kR,=»v+!/, ist. Die Abb. 9 stellt fii 
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die Welle niedrigster Ordnung den Verlauf von R,k in Abhängigkeit 
vom Otinungswinkel @ des Kegels dar. 

6. Die Eigenschwingungen eines durch eine Kugelkappe abge- 
schlossenen Kegels. Denkt man sich den bisher unendlich langen 
Kegel im Abstand bem von der Spitze durch eine ebenfalls voll- — 
kommen leitende Kugel- 
kappe abgeschlossen, so 
entsteht ein in sich ge- 
schlossener, von metalli- 
schen Flächen begrenzter 
Hohlraum. Solche Hohl- 
räume werden neuerdings 
in der technischen Physik 
vielfach in Verbindung 
mit Magnetronröhren als 
Stabilisatoren der Fre- > 
quenz verwendet. Zu den . oder 
Formen von Hohlraum- Zone des überwiegenden Wirkflusses 
resonatoren, die für der- von Energie 
artige Zwecke geeignet 
sind, zählt auch der hier 
behandelte Kegelstumpf. 

Es macht nun keine 
Schwierigkeit, die frühe- 
ren Gl. (3,5)...(3,7) so 
auszugestalten, daß sie 
zugleich der neu hinzu- 
kommenden Grenzbedin- 
gung an der Kugelfläche 
r=b genügen. Offenbar 
besteht die Wirkung dieser Kugelfläche darin, daß sie die im Kegel 
fortschreitende Welle in eine stehende Welle verwandelt. Wir tragen 
dieser Auffassung Rechnung, indem wir zu der Lösung (3,5) noch eine 
zweite hinzufügen, die den gleichen Aufbau besitzt, jedoch dagegen 


Zone 
des überwiegenden Blindflusses 
an Energie 
magnet. 
für die Transversalwelle 


elektr. 


x AZ 


60° 100° 120° 0° 

Abb. 9. Die Grenzkurven zwischen der Blind- 
und Wirkflußzone 


den Unterschied aufweist, daß sie an Stelle der Funktion E (kr) 
die Funktion A (»). w,(kr) mit vorläufig unbekanntem A (vr) enthält. 
Dieser zusätzliche Lösungsanteil befriedigt dann jedenfalls sowohl | 
die Differentialgleichung (2,15) als auch die Grenzbedingung an der 
Kegelfläche $ = «. Soll aber E, auch noch an der Kugelfliiche r=b 
(6.1) (kb) + A(r) w, (kd) = 0 


verschwinden, so muß — daselbst die Forderung (6,1) erfüllt sein. 
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Berechnet man hieraus A (v) und faßt die ursprüngliche Lösung (3,5) 
mit der neu hinzukommenden zusammen, so zeigt sich, daß für alle 
r>r die Lösung für den Kegelstumpf mit Kugelkappe aus der 

(1) 


früheren dadurch hervorgeht, das man die Funktion ©’ (kr) durch 
den Ausdruck (6,2) ersetzt. In dieser Form gilt die Vor schrift sowohl 
(kn w, (kb) — (kb) y, (kr)! 
y,(kb) 

für die Gl. (3,5) als auch für die Gl. (3,6. Die Änderung, die die 
a (3,7) erfährt, ist von anderer Art, aber gleichfalls leicht anzugeben, 
Im Falle r<r’ tritt an Stelle von KR (kr’) die Funktion (6,2) mit r’ 
an Stelle von r. 

Beiden Lösungsformen ist in gleicher Weise eigentümlich das 
Auftreten des Faktors J,,;:,(kb) im Nenner von (6,2). Für reelle 
Werte von k hat dieser 

Faktor unendlich viele 
Amax/b Nullstellen. Die Reso- 
nanzfrequenzen bestimmen 
sich demnach aus den 
unendlich 


4 6,2) 


1 (k b)= 


magnetische Transversalwelle 
Es. Ge 


(6,3) 

(p = 1,2,3.. 
elektrische Transversa/welle vielen W urzeln der G1.(6, 
9.3.8, Werden die Wurzeln diese 
Gleichung mit 7.,, be 
zeichnet, so berechnen sich 

N l it l 
20° 40°. 60° 90° 0° a m die kritischen Wellen- 
längen aus der Beziehung 


Abb. 10. Die Wellenlängen der ersten 
Eigenschwingungen in einer Kegelkappe 2nb 
bei verschiedenen Winkeln « (6,4) har = j : 

Die kleinste Wurzel, die zu der größten kritischen Wellenlänge führt, 
ergibt sich aus (6,4) für p=r=1, und sie läßt sich bei groben 
Werten von n,,_, aus der Formel berechnen: 
(6,5) =N,,-ı + 1,3558 (nı,—ı) 1,0332 (M1, 
Nach (6,3) hängt die Größe der maximalen kritischen Wellenläng 
sowohl vom Radius b als auch vom Offnungswinkel des Kegels a), 
und zwar vom letzteren allein über den Zeiger v. In Abb. 10 


( 
| 
j 
b 
S¢ 
a 
ei 
= 
Wi 
le 
ih 
A 
de 
¢ di 
Wl 
7. 
Na 
i 
R 
Ko 
2,1 
Be: 
- 
12 
Wj 
fun 
giil 
4 73 


I. Buchholz. Die Bewegung elektromagnetischer Wellen usw. 201 


. in Abhängigkeit vom Winkel @ graphisch 


aufgetragen. Für eine Vollkugel ist m, _, = 1, und es wird dann 


der Verlauf von 


_ = 1,398. Für eine Halbkugel ist n;, _; = 2 und also Be = 1.090. 


Wir schlieBen damit die Untersuchungen an dem Typus der 
zur Kegelachse transversalen elektrischen Welle ab. Von besonderem 
Interesse wire nur noch der Fall des Doppelkegels. Da wir ihn 
jedoch im Zusammenhang mit der magnetischen ‘Transversalwelle 
behandeln werden, so wollen wir an dieser Stelle nicht darauf eingehen. 
III. Die Welle mit dem zur Kegelachse transversalen magnetischen Feld 

7. Die Lösungsgleichungen, der Energiestrom und die Eigen- 
schwingungen für den einfachen Kegel. Wir gehen danach zu dem 
anderen Fall über, wo das elektromagnetische Feld im Kegel durch 
einen magnetischen Ringsender erzeugt wird, der wie vordem den 
zur Kegelachse senkrechten und koaxialen Kreis (r’,,4’) ausfüllt. Wir 
werden diese Aufgabe nur in großer Kürze behandeln, da die Her- 
leitung der Formeln sowie die physikalischen Folgerungen, die aus 
ihnen gezogen werden können, nur unwesentlich von den früheren 
Angaben abweichen. 

Das primäre Feld eines Senders, wie er diesmal zur Erzeugung 
des Feldes dienen soll, ist nach den Ausführungen im Teil I durch 
die Gl. (2,6) gegeben. Um die vollständige Lösung zu erhalten, fügen 
wir zur Ergänzung den Vektor (7,1) hinzu. 

40, = 1 (kr')P-* 1 (cos 1 (cos 


i,1) | 


-Bis)- 


Nach der Gl. (2,14) besitzt das elektrische Feld eines magnetischen 
Ringsenders die Komponenten €, und €,, und es muß daher im 
vorliegenden Falle die Lösung so gewählt werden, daß die 
Komponente © an der Mantelfläche des Kegels verschwindet. Nach 
2,l4a) führt das für die unbekannte Funktion B(s) in (7,1) zu der 
Bestimmungsgleichung: 


.ds- 


cosnıs 


7,2) — P_1(— cosa) + Bis). (cosa) = 0. 


Wir führen dann noch, um die Schreibweise abzukiirzen, die Hilfs- 
funktion g 1 (%,@) von Gl. (7,3) ein und erhalten damit als end- 


gültige Lösung 


13) 9,_ = (-cos 1 (cos 


| 
5) 
le 
ch 
hl 
lie 
r > 
las 
Ile 
ser & 
ele 
‚en 
leu 
= () 
se] 
ich | 
>] 
ne 


202 Annalen der Physik. 5. Folge. Band 37. 1940 


unserer Aufgabe die nachstehende Integraldarstellung: 


Q,, (1, 1) = er; 1 (kr) 1 (kr)g, 1 (8, 


| 

| 


(COS a) COsms 


Sie gilt für aller > r’ und #> 9 und erfüllt soweit alle Bedingungen, 
lie an die Lösung zu 


( 
stellen sind. 

Bei der Umwand- 
lung der Gl. (7,4) in eine 
unendliche Reihe bleiben 
wiederum die Nullstellen 
von cos (as) außer Be. 
tracht, weil daselbst auch 
der Zähler zu Null wird, 
Wahre Pole des Inte- 
granden sind nur die 
Nullstellen von P (cos« 
in bezug auf v in dem 
Bereich Se (v) > 
Sie sind alle einfach und 
reell und in unendlicher 
Anzahl vorhanden. Die 
Abb. 11 stellt sie für 
alle » von 0...13,5 in 
dem ganzen Winkel- 


bereich 0 Za = 180 


dar. Weitere Nullstellen 


20 700 1d 160 


Wer 
Abb. 11. an der Gl. P, (cos «) = 0 sind zwischen den 


ten O und —1 fü 
nicht vorhanden. In Abb. 4 sind die ersten drei Nullstellen fii 
_Winkelbereich 0 < « < 20° noch einmal besonders wiedergeg 
Die Auflösung von Q, in eine unendliche Reihe bietet 
dem Gesagten keine Schwierigkeiten. Sie führt für die drei F 
komponenten zu den nachstehenden Beziehungen: 
1,00 
v=n,0 
‘eos (cos #') 


0 oP, (cos «) 
(cos «) - - 


> 
on 


‚+1 


‘> 
N 
D \ 
10 
Be 
N 
7 
+s 
| 
4 
ai 
4 
3 
0 
u 
al 
E 
in 
F: 
In 


II. Buchholz. Die Bewegung elektromagnetischer Wellen usw. 203 


1, 00 
| + ey 2ko'- = 5) (kr) 
P (cos #) (cos 9’) 
| OP (cosa) 
P,.,(cose)« | — 


on /n 


+ik-U-2ko. 
P! (cos (cos 
I 


oP. (cos «) 
| 7 


> 
+ 1 (C08 0) on 

Die Gleichungen gelten durchweg für alle r>r’. Sie erfordern. 
um für r<r’ gültig zu sein, nur eine Vertauschung der Zeichen vw, 


Abb. 12. Der Verlauf der elektrischen Kraftlinien bei der Teilwelle niedrigster 
Ordnung. Die magnetischen Kraftlinien verlaufen in konzentrischen Kreisen 
um die z-Achse 


und 


Der Verlauf der elektrischen Kraftlinien im Kegel kann 
aus den obigen Lösungsgleichungen wie früher erschlossen werden. 
Er ist in Abb. 12 dargestellt. 

Der Energiestrom, der durch eine beliebige Kugelfläche r= R 
innerhalb des Kegels hindurchtritt, errechnet sich im vorliegenden 
Falle gemäß der Beziehung: 

(7,8) ©. (R)=+2R*. | E,ir.#,0)- 9, (r,ı#,0) » d(cos ct). 


cosa 


In Rücksicht auf die Gl. (17a,b) des Anhangs führt sie für den Fluß 


an Wirkenergie zu der Formel: 
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p=1, 


v= "2,0 


: OP, (cos «) 


P (COS @) » ( } 
on 


Für den Fluß an Blindenergie ergibt sich 


p=l1.z 


(=) u *.a(ko) . > pe (»+ >) 


vn 


p,0 


| (cos )P 


0 P,, (cos «) 

P, (cosa) - | an q 
Auch im vorliegenden Falle ist also, wie es sein muB, die ab- 
gestrahlte Energie unabhängig vom Radius R der Kugelfläche, durch 
den sie hindurchtritt. 

Ist der Kegel ‚an seinem stärkeren Ende durch eine vollkommen 
leitende Kugelfläche vom Radius r = b abgeschlossen, so haben wir, 
um etwa die im r >r’ geltende Lösung zu erhalten, in den obigen 


Gleichungen lediglich oY (kr) durch den Ausdruck (7,11) zu ersetzen. 
Die Eigenschwirgungen des durch eine Kugelkappe begrenzten 
Kegels sind also für ein magnetisch transversales Feld durch die 
in bezug 


d 
| 
(7,11) — w(kr)- | 
v v a 


auf das Argument kb zu nehmenden Wurzeln der Gl. (7,12) gege' 
Die großen Wurzeln dieser Gleichung sind näherungsweise 
gleich die 


Nullstellen von J. 1(kb). Für die volle Hohlkugel ist nael 


Abb. 10 » = 0. Demnach ist in diesem Fall die kleinste Wura 
von (7,12) gleich 2/2, d.h. es ist dann Ayax = +b. Das Feld dies 
Eigenschwingung kommt aber nach den Gl. (7,5) in Wirklichl 

nicht zur Ausbildung. Die erste für die Vollkugel unter den gegeı 
wärtigen Bedingungen wirklich realisierbare Eigenschwingung 
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Die Bewegung elektromagnetischer Wellen usu 
entspricht vielmehr dem Zeigerwert y= 1 mit Ana, = 2,29-b, die 
nach Abb. 10 zugleich den tiefsten Eigenton der Halbkugel darstellt. 
Der Verlauf der zu den niedrigsten Eigenschwingungen gehörenden 
maximalen Wellenlängen mit dem Öffnungswinkel « des Kegelhorns 
ist gleichfalls der Abb. 10 zu entnehmen. 

Die radiale Impedanz der magnetischen Transversalwelle läßt 
sich in wiederum allgemein gültiger Form durch die Gl. (7.13) defi- 
nieren. 


1/ 


Für rk ->oo nähert sie sich wie bei der elektrischen Transversal- 
welle dem reellen Widerstand (£)" = 120a7O0hm. Für r >0 
ergibt sich jedoch diesmal als "Grenzwert der unendlich große 
kapazitive Widerstand i/mer. Den Verlauf von 3" mit rk kann 
man sich ohne weiteres an Hand von Abb. 8 klar machen, wenn man 


( 


beachtet, daß für einen und denselben Wert von r zwischen 3 "’und 3° 
der durch GI. (7,14) 


(7,14 


angegebene Zusamenhang besteht. Es darf dabei jedoch nicht über- 
sehen werden, daß zwei solche radiale Impedanzen zu verschiedenen 
Öffnungswinkeln des Kegels gehören. Für die in Abb. 8 behandelten 
Fälle sind das für den vorliegenden Wellentypus die Kegel mit den 
Öffnungswinkeln & = 90°, 54,736° und 13,118°. 

8. Die Lösung für den Doppelkegel und seine Eigenschwin- 
gungen. Wir wollen nun für die im vorstehenden behandelte Art der 
Strahlungserzeugung auch noch den verwickelteren Fall in Betracht 
zıehen, daß die Ausbreitung der Wellen innerhalb eines von 
zwei Kegelflächen mit den Öffnungswinkeln & und 8 <a begrenzten 
Raums vor sich geht. Der Öffnungswinkel » des Ringsenders liegt 
dann nach Abb. 13 seiner Größe nach zwischen den Winkeln & und 7. 
Auch dieser Fall hat praktisch vor allen Dingen Bedeutung in der 
Theorie der Hohlraumresonatoren, wenn es sich dabei im besonderen 
um symmetrische Doppelkegel handelt, für die « = 1 — ? ist. und 
bei denen der Raum zwischen den beiden Kegeln durch eine Kugel- 
fläche abgeschlossen ist. 


Den Ausgangspunkt für die Herstellung der Lösung bildet 
auch hier wieder die Gl. (2,6). In der angeschriebenen Form gilt 
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sie ihrer Herkunft gemäß für alle #> #. Für ®< # haben y 
sie in der Gestalt der Gl. (8,1) zu schreiben. 
(1) 
kr) wp, (kr’)P 
.- 


> 1 \ 


> 


va 
2 


Abb. 13. Die Lage des Ringsenders im Raum des Doppelkegels 


Als zusätzliche Lösung benutzen wir diesmal zwei verschiedene 
Formen. Die eine Form bilde wieder die Gl. (7,1), die andere die 
neue Gl. (8,2) 


k “ ) 


,(kr) 


0 2 


"En 
s+(s?—— 
08 3 . ( 
( cos — B, (s) cos 78 


1 


Beide Zusatzlösungen haben Geltung im ganzen Kegelraum S= 7 Sa. 
Da nun sowohl für + =e als auch für # = 2 die Komponente €, 
zu verschwinden hat, so müssen die beiden folgenden, in F 
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P ,(—cosa)+ Bis)- P ‘cos a) — B,\s)- 


:P (— 608 @) 


> > 


P (cos?) (— cos + (cos iF’) 


B(s)P | ı (cos s)P ı (— cos 


Die Koeffizientendeterminante dieses Gleichungssystems en : 


1 (@,+ 3) 


‘ 


,(cosa)—P „(cos 3). 


Wir führen dann noch zur Abkürzung der Schreibweise die Hilfs- 
funktion von Gl. (8,6) ein, die mit der früheren Funktion g (de) 


identisch ist. 


1 


(0, -1 , -1 
, (cos 3) P (— cos 
+P 1 (— ‚(cos #). 


> 


Mittels dieser Funktion läßt sich gemäß Gl. (s.5) das endgültige 
Resultat in der Form schreiben: 


Do 9,0) = = ‚knw jikr’) 


- 


2 


‘= 


Die Integraldarstellung (8,7) gilt für alle r>r und für alle # 
nit #=>%=e. Bei einem r<r’ sind nur die Zeichen w und { 
miteinander zu vertauschen, und für ein «+ < # betrifit diese Ver- 
tauschung die Zeichen und in der Hilfsfunktion Z. Geht 0, 
so entartet die Lösung (8,7) in die frühere Gl. (7,4), da 
- ı (— cos f) 

dabei über alle Grenzen wächst und im übrigen ni 


zm (@, 
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wie schon gesagt, gleich der früheren Hilfsfunktion (7,3) ist. 
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Um von der Gl. (8,7) zur Reihendarstellung zu gelangen, bedarf 
es wiederum nur der Anwendung des Residuensatzes. Für den Inte. 


eranden von (8,7) sind nun nach wie vor die Nullstellen s = p +4 
von cos (zs) für alle p= 1,2,3.... keine Pole. Zwar verschwindet 
der Nenner an diesen Stellen hier sogar in zweiter Ordnung. Vom 
Zähler trifft dies jedoch gleichfalls zu, da nach Gl. (9b) des Anhangs 
daselbst auch die beiden Zählerfunktionen verschwinden. Für die 


Stelle s = 4 im besonderen ändert sich aber dieses Bild, da 


hier z. B. 


#) = + ote +0 


ist, während A,(e, +3) auch diesmal gleich Null wird. Die Ent. 
wicklung von &, enthält also u.a. in Rücksicht auf Gl.(12a) des 
Anhangs das Glied: 


+(1) 


(kr) w, (kr’) 
(8.8) U (7, 7,0) ,=—i-ko’- - = 
s= 


~ tg 9 


sin 9 sin 9-1In 


\ 


Nach den Gl. (2,14) entspricht der Gl. (8,8) ein Feld, für das 
überall € = 0 ist, mithin auch an den Grenzflächen. Für « =1 
oder $= 0 kommt es überhaupt nicht zustande. Der Charakter 
dieser Welle ist der einer reinen Kugelwelle. Er geht nicht verloren, 
wenn wir uns den Raum zwischen den beiden Kegeln durch eine 
aus einem vollkommenen Leiter bestehende Kugelfläche vom Radius | 
begrenzt denken. Für den hier in Rede stehenden Wellentypus 
läßt sich das Feld dieser stehenden Welle gemäß Gl. (7,12) durch 
den folgenden Vektor beschreiben: 

sin (kr) cos k(b 


( N = — 
(8,9) ~“? 0), cos (kb) rk 


- Griil 
= \ - 


Für diese besondere Form der Eigenschwingungen in eine 
? » » 


abgeschlossenen Doppelkegel ist also die Eigenschwingungszahl vn GE ın ( 
Offnungswinkel der beiden Kegel völlig unabhängig. Die mat: die ı 
male Wellenlänge der ersten Eigenschwingung ist vielmehr für all dure 
a > ß, die verschieden sind von a oder 0, gleich 4b, d.h. nach (7,1? Nenı 
gleich der Grundwellenlänge der Eigenschwingungszahl einer Hohl diese 
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kugel. Die einzige elektrische Feldkomponente €, befolgt dabei das 
(sesetz: 
u-k sin(kr’) sin k(b—r) 
8,10) s= 5 N tg cos (kb) rk 
sin &+ In = 
tg - 


Im Falle r<r sind in dieser Gleichung r und r’ zu vertauschen. 
Der Verlauf der elektrischen Kraftlinien, der sich für diese Art 
Eigenschwingungen in der Kegelkappe ausbildet, ist in Abb. 14 
schematisch dargestellt. An dieser 
Abbildung erkennt man auch den 
Grund, weshalb dieser Schwin- 
sungstypus nur beim Doppelkegel 
existiert und sonst weder beim 
einfachen Kegel noch bei der Voll- 
kugel ohne Kegel: Die beiden in 
der Spitze zusammenhängenden 
kegelkörper ermöglichen über- 
haupt erst den notwendigen Aus- 
gleich der Ladungen. Die durch 
(8,10) beschriebene Schwingung 
ist im übrigen das genaue Ana- Abb. 14. Der Verlauf der elektrischen — 
gung in einer koaxialen Leitung. 

Außer der Welle (8,8) treten nach (8,7) in dem vollständigen 
Felde des Doppelkegels noch unendlich viele weitere Teilwellen auf. 
Sie entsprechen den einfachen und reellen Nullstellen der Gleichung — 
4\¢, +3)=0 in bezug auf v. Wir schreiben die zugehörige 
Reihenentwicklung hier nicht an, da sie gegenüber dem schon 
behandelten Falle des einfachen Kegels nichts wesentlich Neues 
aussagt. Wir bemerken nur das eine, daß die Gl. (8.5), die die 
Wurzelwerte » festlegt, für einen symmetrischen Doppelkegel — 
mit e=7-—fß in die einfachere Doppelgl. (8,11) entartet. Bei 
Gültigkeit des positiven Vorzeichens 


typus 
durch 


(8,11) P icos + cos = 0, 
eine 


| von ın (8,11) ist eine mögliche unendliche Reihe von Wurzeln durch 
manrl- die ungeraden ganzen Zahlen gegeben und für das negative Vorzeichen 
ir alle durch die Reihe der geraden ganzen Zahlen. Trotzdem dann der 
» (7,12 Nenner von (8,7) sogar in zweiter Ordnung” verschwindet, stellen 
Hobl- diese Wurzeln doch keine wahren Pole des Integranden dar, weil 
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auch der Zähler in den angegebenen Fällen in zweiter Ordnung 
. zu Null wird. Im allgemeinen sind daher nur die von den ganzen 

Su Zahlen verschiedenen Wurzeln der Gl. (8,11) brauchbar. 
| 9. Die Erzeugung der Wellen im Kegel durch eine einlaufende 
Leitungswelle. Die Strahlung im Kegel dachten wir uns bisher aus- 
nahmslos erzeugt entweder durch einen elektrischen oder magne- 
tischen Ringsender oder durch seine beiden Entartungen, den axial 
angeordneten magnetischen oder elektrischen Dipol. Im vorliegenden 
Abschnitt wollen wir jedoch noch auf eine andere praktisch wichtige 
Art der Erzeugung elektromagnetischer Wellen im Kegel eingehen, 


Abb. 15. Die Bedeutung der geometrischen Zeichen bei der Aufgabe 
des vorliegenden Abschnitts 9 


Sie besteht darin, daß die Welle, die sich zunächst im Kegel und 
später im freien Raum ausbreiten soll, gemäß Abb. 15 an der 
Spitze des Kegels durch eine dort einmündende kreiszylindrische 
Leitung eingeführt wird. In der Abbildung haben wir als Beispiel 
den Fall angedeutet, daß die Einführung der Welle durch eine 
gewöhnliche koaxiale Leitung mit den Radien a und b > a erfolgt. 
Ebensogut könnte aber auch dazu eine reine Hohlleitung benutzt 
werden. Die Welle, die durch die koaxiale Leitung herangeführt 
wird, sei die Hauptwelle mit den Feldkomponenten € und ,. Es 
versteht sich von selbst, daß eine solche Welle im Kegel eine zur 
Kegelachse transversale magnetische Welle erzeugen wird. Wir werden 
daher gut daran tun, auch die Hauptwelle der Leitung wie die im 
Kegel durch den Hertzschen Vektor q, darzustellen. Bedeutet U 
in diesem Abschnitt die Spannung awischen dem Innen- und dem 
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Außenleiter, so läßt sich in der Tat die Leitungswelle durch den 
Vektor der Gl. (9,1) beschreiben. Als Koordinatenursprung 0, von 
dem aus 2 zählt, ia? wwe 
benutzen wir darin den Schnittpunkt der nach rückwärts ver- 
längerten Mantellinien des Kegels mit der Kegelachse. In Gl. (9,1) 
können wir dann auch setzen z=r-cos * und 9 =r-sin *# Als 
willkürliche Grenzfläche zwischen der koaxialen Leitung und dem 
inneren Kegelraum sehen wir die Kugelfläche AMB an mit dem 
Radius 7’, so daß in dieser Kugelfläche selbst 
z=r-cos# und o=1r-sin # 

zu setzen ist. en 

Wir nehmen zur Vereinfachung unserer Aufgabe an, daß das 
Feld der einlaufenden Welle gemäß Gl. (9,1) in der Fläche AMB 
als absolut starr, d. h. in eben der durch Gl. (9,1) angegebenen 
Größe als ein eingeprägtes äußeres Feld betrachtet werden kann. 
Diese Eigenschaft hätte es wirklich, wenn an der Übergangs- 
stelle AMB keine Reflexionen auftreten. Wir verschaffen uns 
darnach zunächst eine Beziehung für den primären Hertzschen 
Vektor der von dieser Fläche ausgehenden Strahlung unter der 
Annahme, daß sie sich von ihr aus frei in dem Raum ausbreiten 
könnte. Diese Funktion spielt offenbar in der vorliegenden 
Aufgabe die Rolle der im Teil I mit a” bezeichneten Funktion. 


Zu diesem Zweck denken wir uns die Kugelfläche A MB als Teil 
einer sonst beliebig gestalteten geschlossenen Hülle, auf der außer- 
halb der Kugelkappe AM B a” und = überall verschwinden. 
Das gleiche gelte ausnahmslos von allen Punkten einer zweiten 
Fläche, die die Hülle mit der Kappe AMB allseitig umgibt und 
im übrigen sehr weit entfernt ist. n bezeichnet dabei die nach 
dem Innern des Raumes zwischen beiden Flächen gerichtete 
Normale. Sind dann q, und q, die Komponenten von q, in 
Richtung der beiden festen Bezugsachsen x und y, so gilt nach 
dem zweiten Greenschen Satz z.B. für die Komponente q, die 
Beziehung 
ikR 
(9,2) 4n-q,(z, Y. fa | - -do, 
AMB 

in der x, y,z einen beliebigen Aufpunkt zwischen den Hiillflachen 
und R den Abstand zwischen dem Aufpunkt und einem Flichen- 
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element do =r’? - sin #-d#.-dg’ auf der Kugelkappe 4 MB 
bedeutet. Die gleiche ae gilt für q, (x. y,2). Nun ist 


q,=— sin q, und q, = cos y Andererseits können wir 
in (9,2) exp a durch die Entwicklung (2,3) ersetzen. Die Inte- 
gration nach g’ läßt sich dann sofort ausführen, und es entsteht, 
gleichgültig ob man von q, oder q, ausgeht, für alle r>r vor- 


läufig die Relation: 


~ Y 1 —1 
r, 7,0) =1- n = -¢ -P, (cos &) 


kr)—w, (kr ody 
O(kr) d(kr') 
(cos #)sin 


(seht man hierin mit dem Ausdruck für q’ nach Gl. (9,1) ein, so 

erhält man für den primären Hertzschen Vektor unserer Aufgabe 
den Ausdruck: 


3) (n + 1) ; 


(kr) P (cos 


‚(kr -(1-i. r kcos # ) 


a 


In dieser Gleichung können wir in ausreichender Annäherung wegen 
der Kleinheit von b das Glied r’. cos # dem Abstand zwischen 
dem Ursprung 0 des Bezugssystems und dem Anfangsquerschnitt 
des Kegels gleichsetzen. Wird nach Abb. 15 dieser Abstand mit z, 
bezeichnet, so entsteht nach der Formel (5a) des Anhangs für q, 
die folgende endgültige Darstellung: 
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Die Reihe (9,4) läßt sich in der gleichen Weise wie in Teil I 
in ein Umlaufsintegral umformen, und von hier aus kann dann 
weiter ebenso vorgegangen werden wie zu Beginn des Teils Ill 
dieser Arbeit. Die verschiedenen Beziehungen für 6, 9 und © 
brauchen dabei keineswegs erneut hergeleitet zu werden. Ihr Auf- 
bau kann vielmehr ohne weiteres aus der Gegenüberstellung der 
beiden Ausgangsintegrale erschlossen werden. 

IV. Abschließende Betrachtungen 


~ 


10. Ausblick auf die Betrachtungsweise der Vorgänge im Kegel- 
horn endlicher Länge. Bei den vorstehenden Untersuchungen ist 
durchweg vorausgesetzt worden, daB das Kegelhorn sich bis ins 
Unendliche erstreckt. Einer gleich strengen theoretischen Behand- © 
lung der Vorgänge in einem Horn endlicher Länge stehen zur Zeit u 
noch unüberwindliche Schwierigkeiten mathematischer Natur ent- 
gegen. Die Vorgänge im endlich langen Horn können daher vor- — 
erst nur näherungsweise betrachtet werden. Da jedoch kein Zweifel 
darüber besteht, daß innerhalb des Horns in beiden Fällen sich 
nahezu die gleichen Vorgänge abspielen, so bleibt nur zu über- 
legen, auf welche Art und Weise die in der vorliegenden Arlieit 
gewonnenen Erkenntnisse dazu dienen können, um auch dem Pro- 
blem des endlich langen Horns beizukommen. 

Kine sehr naheliegende Annahme, die in Fällen dieser Art 
häufig gemacht wird, besteht darin, bis zur äußeren Querschnitts- 
öffnung auch dem Feld im endlich langen Horn dieselben Gesetz- 
mäßigkeiten zuzuschreiben wie im unendlich langen Horn. Dieses 
Vorgehen ist jedoch nur so lange zulässig, als sich beim ee 


in den freien Raum nicht eine reflektierte Welle merklicher Größe 
ausbilden kann. Nun weiß man aus der Leitungstheorie, daß 

merkliche Reflexionen von Wellen an der Ubergangsstelle zweier 
Leitungen mit verschiedenen Fundamentalkonstanten sich jeden- 
falls immer dann vermeiden lassen, wenn ihre Wellenwiderstände 


möglichst gut einander angepaßt werden. Im vorliegenden Falle 
tritt für die Beurteilung derartiger Fragen an die Stelle des 
Wellenwiderstandes die radiale Impedanz, deren Verlauf im Horn 
im Abschn. II,4 eingehend untersucht worden ist. Da für die freie 
Raumwelle die radiale Impedanz den reellen Wert von 120a Ohm 
besitzt, so steht nach diesen Untersuchungen zunächst einmal fest, dab 
für keine der Teilwellen, die sich durch das Horn bewegen, eine genaue 
Anpassung möglich ist, wohl aber eine gut angenäherte und ist diese 
für eine von ihnen erzielt, so ist sie es auch mit zunehmender Güte 
für alle niedrigeren. Unter diesen Umständen muß natürlich die 
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Anpassung an die Teilwelle stärkster Intensität erfolgen. Sie 
wird im allgemeinen mit der Teilwelle niedrigster Ordnung identisch 
sein, und wir haben nach den Ausführungen im Abschn. IIl,5 mit 
der Anpassung an diese eine Teilwelle auch zugleich die Gewähr, 
überhaupt eine gute Anpassung erzielt zu haben, wenn wir den 
Öffnungswinkel & dabei kleiner halten als etwa 40...50°. 

Da sich nun die radiale Impedanz jeder der einzelnen Kegel- 
wellen dem Wert 1207 Ohm erst zu nähern beginnt, nachdem die 
Größe rk den für die betreffende Teilwelle gültigen Wert von » +05 
überschritten hat, so ergibt sich aus dieser Überlegung eine ein- 
fache Mindestforderung hinsichtlich der Länge des Kegels. Sie 
hängt selbstredend von der Güte der Anpassung ab, die für er- 
forderlich gehalten wird. Sieht man als eben noch zulässige Ab- 
weichung des Absolutbetrages der radialen Impedanz von ihrem 
Normalwert 1207 Ohm den Wert (1 + p)- 120a Ohm an, so ergibt 
sich aus Gl. (4,17) für die Mindestlänge dem des Horns die Vor- 
schrift: 

d= — 


(10,1) cm. 


22-V2p 
Die Größe von » in Gl. (10,1) entnimmt man für die verschiedenen 
Öffnungswinkel der Kegel am bequemsten den Abb. 3, 11 oder 4 
je nach dem in Frage kommenden Wellentypus. Es ist im übrigen 
bemerkenswert, daß man zu der gleichen Vorschrift für d gelangt, 
wenn man als kritische Kenngröße nicht die radiale Impedanz, 
sondern die Geschwindigkeit im Horn benutzt. Für ein p = 0,05 
muß dann z.B. nach (10,1) für eine elektrische Transversalwelle 
bei einem Offnungswinkel von & = 21° das Horn eine Länge von 
mindestens d=5,04-4 cm besitzen. Eine wesentlich größere Hornlänge 
zu wählen, bringt keinen nennenswerten Vorteil mehr. Die Versuche 
von Southworth [6] bestätigen diese Folgerung in vollem Umfang. 
Die beim Bestehen der Ungleichung (10,1) gesicherte gute An- 
passung betrifft aber nur die energetische Seite der Abstrahlung. 
Ihre Einhaltung verhindert lediglich den unnötigen Verlust an 
Energie durch Reflexionserscheinungen. Bei der Abstrahlung kommt 
es jedoch auch wesentlich auf die Richtwirkung an. Um im Hin- 
blick auf sie zu maßgebenden Forderungen über die geeignetste 
Gestaltung des Horns zu gelangen, ist es unumgänglich notwendig, 
auch den Vorgang der Strahlungsausbreitung in den freien Raum 
hinaus in die Betrachtungen einzubeziehen. Eine Möglichkeit hierzu 
bietet das Huyghenssche Prinzip der Optik, das auch Barrow und 
Chu [5] beim Sektorhorn bereits zu diesem Zweck angewendet 
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haben. Mathematisch läuft dieses Prinzip hinaus auf eine An- 
wendung des Greenschen Satzes in der gleichen Art und Weise. 
in der auch schon in der vorliegendeu Arbeit im Abschn. 9 davon 
Gebrauch gemacht wurde. Jedoch lassen sich dagegen im jetzigen 
Falle größere Bedenken erheben, weil das auf das Huyghens sche 
Prinzip sich stützende Verfahren das Herumgreifen des Feldes um 
die Ränder des Horns gänzlich außer acht läßt. In Abschn. 9 
kam diese Schwierigkeit in Fortfall wegen der Schirmwirkung des 
auf die Kugelkappe AMB aufzusetzenden Horns. Will man darauf 
Rücksicht nehmen, so muß ein anderer Weg beschritten werden. 
Über das Ergebnis der in dieser Richtung vorgetriebenen Unter- 
suchungen hofft der Verfasser schon in nächster Zeit berichten zu 
können. 


Anhang 


u Zusammenhängende Darstellung der in der Arbeit 
verwendeten Beziehungen aus der Theorie der Kugelfunktionen 


In der vorliegenden Arbeit muß sehr oft auf die Theorie der Kugel- 
funktionen Bezug genommen werden. Da die für die Arbeit benötigten Formeln 
in der Literatur nur sehr spärlich zu finden und fast kaum in der erforderliehen 
Richtung entwickelt worden sind, so lassen wir an dieser Stelle dem Hauptteil 
der Arbeit eine in sich zusammenhängende Darstellung aus der Theorie dieser 
Funktionen mit ihren wichtigsten Beziehungen folgen. Wir beschränken uns 
dabei auf den physikalisch allein bedeutsamen Fall, dab das Argument x der 
Kugelfunktionen gleich dem cos eines reellen Winkels ist, d. h. selbst reell ist 
und zwischen den Werten +1 und — 1 liegt. Wegen derjenigen Beweise von 
Formeln, die aus Gründen der Raumersparnis hier nicht gebracht werden 
können, wird an den einzelnen Stellen auf die einschlägige Literatur hin- 
gewiesen. 

Die Differentialgleichung der Kugelfunktionen lautet: 5 
dy m? 


d f 
] 
(1) 


} + In "+1 — 
dx 


1-x 

Die beiden für beliebige reelle oder komplexe Werte von m und n voneinander 
unabhängigen Partikularlösungen dieser Differentialgleichung werden ge- 
wöhnlich in der Form der Gl. (2a, b) angegeben, und es werden hierin n als 
der Grad und m als der Rang der Kugelfunktion bezeichnet. 


(2a) 


2b) Yo = Qi iw). 


Das Verhalten von y, als Funktion von x geht aus der Definitionsgleichung (3), 
in der F(a, 3, y, x) die Gauss sche hypergeometrische Funktion bedeutet, zur 
Geniige hervor. Ist der Rang m der Funktion positiv ganzzahlig, so schreibt 


)" . F(- nn+i1,1—m, 


(3) (x) 


Fıl — m 
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man sie besser in der Gestalt der Gl. (3a), die aus Gl. (3) gemäß der Regel 
Pil +n +m) 


(x) = - 
2". 


. F (m 
von de l’'Hospital folgt. Nach (3) oder (3a) hat demnach P” (x) für jedes 
verschwindende oder ganzzahlige m an der Stelle 2 =+ 1 einen endlichen 
Wert, und zwar ist im besonderen a 


(3a) = P, U) = 


(3) (1) = 0 m=t1, +2, : 


und für ein beliebiges m und .r = cos & ist 


1 ‘ 
(3 (cos ¢) = ———— ct rt 
Falls m = 1,2,3... ist, verschwindet mithin Pt (cos 9) identisch. Für m=0 
und ein positiv ganzzahliges n entstehen aus (3) die bekannten Legendre- 
schen Polynome vom Grade n. 


Statt der Reihendarstellungen können zur Definition von P (x) innerhalb 


gewisser Bereiche von m, n und cos $ auch bestimmte Integrale benutzt werden. 
Wir geben hier nebst ihren Geltungsbereichen die drei folgenden weniger be- 
kannten an: 

m+n 

u du=2" Fim + 1) Fmt 

du=2". 

J (1+2ur4¢u?) ? 


2, 2 
«(1 - a”) 
Neim+n+1)>0, Rein — m) <0, 
co 


O< NRem+n+D>0, 


> 


K 


> 


u-c08#+ u-sin 


m | 


m 
Tm+rn+)b-P, “(cos #), 


Rem +n+1)>0. 


Die Gl. (4a) läßt sich bestätigen, indem man 1 +2ux + uw? in der Form 

schreibt, in die binomische Reihe entwickelt und gliedweise integriert. Die 
Gl. (4b) kann bewiesen werden, indem man die Besselsche Funktion in eine 
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Reihe auflöst und sodann wie oben gliedweise integriert. Die Gl. (4c) endlich 
ereibt sich aus (4b) durch Aufspalten von J„ in die Summe der beiden 
Hankelschen Funktionen und durch Verlegen des Integrationsringes in die 
imaginäre Achse. Die Beschränkung Reim +n +1 >0 kann aus beiden 
Darstellungen (4a) und (4b) beseitigt werden, indem man in bekannter Weise 
statt der reellen Integrale komplexe Umlaufsintegrale um den Nullpunkt 
verwendet. 

Aus (4a) erschließen wir zunächst für den Geltungsbereich der Formel 
und darüber hinaus durch analytische Fortsetzung die für alle » gültige Be- 
ziehung: 

Ti+n-—- m 
(5) (a) = 
Tii+n+m 


Insbesondere ist also 
1 6 P„ (cos 9) 
5: P-! (cos 9) = — — ‘ 2 : 
a nn + 1) 6% 
Ferner folgt aus (4a) für x = 0 der für alle m und » gültige Ausdruck: 


Va 


= — . 


Aus (3) kénnen wir schlieBlich noch die wichtige Beziehung ablesen: 
(7) Ps (a) = @- 


Während nach den obigen Ausführungen die Funktion P// (x) wenigstens für 
alle ganzzahligen Werte von m mit Einschluß der Null an der Steller = +1 
endlich bleibt, gilt dies nicht mehr von der zweiten Partikularlösung der 
Differentialgleichung (1), der Funktion 9" (x). Sie wächst vielmehr bei Annähe- 
an diese Stelle über alle Grenzen und besitzt außerdem daselbst einen Ver- 
zweigungspunkt endlicher oder gar unendlich hoher Ordnung. 

Gemäß dem Aufbau der Differentialgleichung (1) sind nun im allgemeinen 
für beliebige Werte von m und n neben y, und y, auch die Funktionen y, 
und y, der Gl. (8a) und (8b) partikulare Lösungen von (1), da sich nämlich 
die Gestalt der Gl. (1) nicht ändert, wenn darin x durch nn 


(Sa) = PY (-— 2), 
(Sb) 


-r und m durch — m ersetzt wird. Nach der allgemeinen Lösungstheorie 
der gewöhnlichen Differentialgleichungen zweiter Ordnung müssen dann aber 
zwischen je drei der vier angegebenen Partikularlösungen lineare Beziehungen 
bestehen. Diese Behauptung trifft auch tatsächlich zu. Wir schreiben einige 
dieser Beziehungen hier ohne Beweis an und verweisen wegen der Herleitung 
auf die einschlägige Literatur [1,2] und [3]. Es gilt nämlich 
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Eliminiert man aus diesen beiden Gleichungen die Funktion Q” 


sich als dritte Beziehung dieser Art: 


(x), so ergibt 


Fint+m +1) 


«sinn (+ PT" (x), 


(10a) sinn» P(x) + sinam-P) (- = 


Wir ziehen aus dieser Gleichung einige Folgerungen. Zunächst ersieht man 
aus (10a), daß die Funktion y, = P, (x) offenbar keine von y, partikular un 
abhängige Lösung mehr ist, wenn m einer ganzen Zahl oder der Null gleich 
wird. In diesem Fall gilt vielmehr die 


Gl. (9a), die unter derselben Voraussetzung aus Gl. (9) hervorgeht. Im Gegen- 


(Ya) =(—)"- 


satz dazu bleibt das dritte Partikularintegral y, = P}’ (— x) auch noch für ganz- 


zahlige m eine von y, unabhängige Lösung. Diese Unabhängigkeit geht 
für y, erst verloren, wenn » + m eine-ganze Zahl ist. Ist also m wie im 
Text der Arbeit ganzzahlig, so muß es auch n sein. Es besteht dann die 
Beziehung: 

(9b) P*(— 2) m= 0,1,2...). 


Fiir n = 0 und m=—1 gilt also (9b) nicht mehr. Das zeigt auch Gl. (37). 
Aus der Gl. (10) wird auch ersichtlich, daß an der Stelle x =— 1 die 
Funktion P(x) im wesentlichen dasselbe Verhalten zeigt wie die Funk- 


mm x) ist daher 


tion Q(x) an der Stelle e=+1. Die Partikularlösung I 
ebenso wie die Lösung Q™ (x) in allen den Fällen, wo sie sich aus physika- 
lischen Gründen in der Umgebung der Stelle « = + 1 regulär verhalten muß, 
nicht als Partikularintegral geeignet. 
(x) 
Fiir die im Hauptteil der Arbeit auftretende Funktion er läßt sich 


aus (3) die Entwicklung herleiten: 


1 


Tim +1) 


= 


2 1-: 


(—n),(n+1), 


(m+ ljp-p! 
p=1 


Hierin ist in abgekürzter Schreibweise 
(lla) _= 
(— n) 
Die Entwicklung (11) bricht im Gegensatz zur Entwicklung (3) auch dann 
nicht ab, wenn n zufällig gleich einer positiven ganzen Zahl q ist, denn 
für p= 4+ 1- verschwindet nicht bloß erstmalig das Zählerglied (— n),, 
sondern es wird dafür außerdem die Funktion Y(1 + n — p) in erster Ordnung 
unendlich. In diesem Fall ist dann nach einer bekannten Regel in der Ent- 


wicklung (11) für alep=1+g4+rmitr=0,1,2... zu setzen: 


(11 b) lim [(— n),¥U +n =(-)*qtrt. 


(12¢) 
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Bei positiv ganzzahligem x = q gilt daher an Stelle von (8) die Formel 
(a) } 1 fing 


ön In= mt 


q 

Y(-—g, (q+), l—w \p 
+41 

(m + 1), p! | 2 ) 


— \etl 
=)" (2q +1)! 


lia + 1)! 


(12) p=1 

| 

| 


Für y = 0 fällt in (12) das erste Glied fort. Mittels (12) bestätigt man leicht 
die folgenden Identitäten: 
6 P,, (cos 9) 


On 


| 
cos 


«tg sin? —5- +sin#- In 


(cos 9) 


J 
(eos |. 
On J 


Zwischen den Kugelfunktionen gibt es zahlreiche dreigliedrige Beziehungen, 
die in linearer Form Funktionen verschiedenen Grades oder verschiedenen 
Ranges miteinander oder mit ihrer ersten Ableitung nach « verknüpfen. Sie 
lassen sich für unsere Zwecke am bequemsten aus der Integraldarstellung (4b) 
ableiten, indem man dabei die Rekursionsformel der Zylinderfunktionen be- 
rücksichtigt. 
Eine erste Gruppe von Beziehungen dieser Art verbindet die erste Ab- 
leitung von P(x) mit zwei Kugelfunktionen desselben Grades. Es ist nämlich 
1 
d P™ (x) 
r 3 m+1 
(13a) — =-—(l—a*) ?. (ar) — —— - (a), 
dx (1-r”) 
dP” (x) 
‘ 4 > | m 

(13b) - r—-m+l(r+m)- (1-2) + — +P, (@). 

da (l-2x 
Eine zweite Gruppe solcher Beziehungen bringt die erste Ableitung mit 
zwei Kugelfunktionen desselben Ranges in Zusammenhang. Hier erhält man: 


d (x) 
(14a) (1 — x”) (n+ Pi (n— m + 


dx - 


aP™ay 
(14b) 1-.ı9. PS (r) + in + P” 


d.r 


1 (x). 


= 
Aus jeder dieser beiden Gleichungsgruppen, die für beliebige Werte von n, m 
und r gelten, lassen sich durch Elimination der linken Seite zwei weitere Be- 
ziehungen gewinnen, die entweder zwischen drei Kugelfunktionen gleichen 


(12b) | 
[ »p- 4 \ 
\ 
| 
| 


Ranges und verschiedenen Grades oder verschiedenen Ranges und gleichen 
Grades bestehen. Wir geben von diesen Beziehungen hier nur die Gl. (14 
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an, die aus (14a, b) hervorgeht. 
(14e) (Qn +1) = (n —m + (nt m 


Wird die Gl. (1) mit P? (x) und die für P?(r) geltende Differentialgleichung 
mit P(r) multipliziert und danach eine Subtraktion beider Gleichungen vor 


genommen, so entsteht die zur Herleitung einer ganzen Reihe besonderer 
Formeln wichtige allgemeingültige Beziehung: u 


d d p” (r) 
dx nn P, (2) d.r 


Wir benutzen zunächst diese Gleichung fiir den Fall m = p. Geht man mit 
dem Ausdruck (13a) in diese Gleichung ein und integriert zwischen den 
(Grenzen 1 und cose, so entsteht die gleichfalls für alle n, m und + gültige 
Formel: 


1 
| P, (x) PS (xp dx 
cosa 


1 
= sin « {P™ (cosa) * (cos a) - ‘(cos a) - (cos a). 


Aus Gl. (16) folgt speziell für m = 0 und r = 0 in Rücksicht auf (3) 
1 
(16a) f v)dx=sine - (cosa). 
cosa 
Für m = 0 und r = 1 hingegen ergibt sich zufolge (3a) 
1 


sin 
16b) -P, - da =- — + P,(cos«) + cose P„'(eosa}}- 
(2 —1) (n+2) 
cosa 
Es mögen nun erstens r und „ zwei verschiedene Wurzeln n, „ und 7, , 
der Gleichung P’' (cosa) = 0 in bezug auf n sein. Dann ist gemäß (16) für 
alle m, für die solehe Wurzeln existieren: 
1 
(17a) Pr Pro 
Sind aber r und » gleich einer und derselben Wurzel ER der erwähnten 
Gleichung, so folgt aus (16) durch einen Grenziibergang die Beziehung: 
1 
p” (x) P” (x) = _ peri 
Np, m "p,m 2n + 


p,m 


(cos a) 


(arn (cos a) | 
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Es seien zweitens r und n zwei verschiedene Wurzeln der Gleichung . 

(cosa) = 0. W erden sie mit 9, „+1 und „4 bezeichnet, so gelten 

gemäß (16) wiederum die Gleichungen: u 


1 
(18a) my = (0. (p#q 


cosa 


48 Entsprechend ergibt sich für ein und dieselbe Wurzel “y,m+1 die Formel: 


1 
m sin « ; 
| I (x)dx = — pP” (cos 
“pm + ‚m+ + ] Rp, m+1 


cosa 
[ary +1 (cosa) 


on m+1 


it Wir machen eine andere Anwendung von Gl. (15), indem wir darin +r = » 
n und für vorerst ganz beliebiges m p =— m setzen. Dann folgt offenbar aus 
dieser Gleichung durch eine Integration nach x, daß der in der geschweiften 
Klammer von (15) hinter dem Zeichen d/dx stehende Ausdruck in bezug auf 
x eine Konstante ist. Geht man nun mit der Gl. (14a) in die geschweifte 
Klammer ein und bestimmt ihren Wert z. B. für « = + 1, so gewinnt man 
die Relation (19), die natürlich nur für ein von einer ganzen Zahl verschiedenes m 
dP™ (x) (xr) 2. sinnm 
(19) ™ -P@- = 
dx dr — 
etwas Besonderes aussagt. Berücksichtigt man schließlich noch die Gl. (11). so 
gelangt man zu der Beziehung (20). In ihr kann m auch ganzzahlig werden, 
(a) 


(20) (— a) (x) 


apm (— a) 2-sina(v+m 
dx — a?) 
ohne dab für sie ein beliebiges » zu einer Trivialität wird. Setzt man speziell 
1. in dieser Gleichung n gleich eine der Wurzeln n, „ von P"(cosa) = 0, so 
ergibt sich in Rücksicht auf GI. (14a) die Formel (21a), die für die numerische : 
‘ Fil+m+n 1 
(21a) (— cosa) = — —sina(m+n, „)° 
p,m 7 Fı2—m rn, P” (COs @) 


Np, 


Berechnung sehr wertvoll ist. Macht man aber in (20) von der Gl. (13a) > 
Gebrauch, so erhält man als Gegenstück zu GI. (21a) die andere Beziehung: — 


2: si ) 
Alb) pm _ sina(m +n, „) Pl+m+n, ,, 1 
n (— cosa) = — 
en 'p, m n-sin« Fil—-m +n), „) p=* 
| 


Für » = 0 und m = — 1 ist daher im besonderen =~ 6 
sinnn 1 
(— cosa) = ——- 
N 2,0 +1 1(CO8 ee) 
p, 


p,0 


9 
n sin « + | (cos «) 


(218) (— cosa) = 
—1 
P, 
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Eine andere sehr wichtige Formel bildet das Additionstheorem der Kugel- 
funktionen. Es löst die Funktion I’, (+ cos ©), in der sich der Winkel © gemäß 
dem sphärischen cos-Satz (22) aus 9, 9 und g—q’ zusammensetzt, in eine nach 
dem Rang fortschreitende Reihe von Kugelfunktionen mit den Argumenten 
cos $ und cos 9 auf. Wir geben dieses Additionstheorem in der Form der 


(22) cos 9 = cos 3+ cos # + sin $ - sin 9° - cos (p—q’) 


Gl. (23a) an. Aus ihrem Aufbau geht hervor, daß sie auch als die Fourier. 
Entwicklung von P,,(+ cos ©) nach Vielfachen des Winkels g — gq’ aufgefaßı 


Fil+n+m 2 
- P, " (cosd 


7 
P(—cos@)= > 
Fl+n—-m) 


cosm(p — g’) 6, = 1, = 2 firm=1 


werden kann. Die Reihe (23a) ist fiir jedes beliebige n gültig. Ist n positiv 
ganzzahlig, so bricht sie bei dem Gliede m = n + 1 ab. Anderenfalls besitzt 
sie unendlich viele Glieder, und sie konvergiert dann absolut für alle 4 > %. 
Für $< & braucht nur & mit & vertauscht zu werden. Setzt man in (23a) 


¢=an— udg-g=n-—-g+g, so entsteht zufolge Gl. (9a) die Ent- 


ra n + m) 
[2] 
(23 b) > Tfi+n-m 
=0 
- (cos 9) (cos #’) cosm (p — g’) 


wicklung (23b), die ihrerseits absolut konvergiert, solange $ + 9’<7z ist. Aus 
den Gl. (23a, b) folgt die weitere Beziehung (24). Neben der Abhängigkeit des 


Ffi+n+m 


| fr. cos ©) cosm dg’ = 2a+(+)m- 
4) 


- (+ cos#)P,™ (cos #) cosmg. 


Funktionswertes vom Argument besteht für die Kugelfunktion P}* (x) auch 
eine Abhingigkeit von den beiden Parametern n und m. In bezug auf diese 
beiden Veriinderlichen ist die Kugelfunktion ganz und transzendent. Wir 
gehen hier nur auf das Verhalten von P(r) hinsichtlich » ein. Im unendlich 
fernen Teil der n-Ebene kann es aus der Entwicklung (25) erschlossen werden, 


/ 


+3 )9 
2 Ta+tm+) cos 2 | 


+0(n”),, 
3 2 sin 
(» + | 


die zu einer der zahlreichen Formen gehört, auf die die hypergeometrische 

Reihe (3) bei den Kugelfunktionen gebracht werden kann. Die Reihe (25) 

konvergiert, wie sich zeigen läßt, nur für solche Winkel %, für die 2 <9<, 
) 


(25) Pi (cos #) = 


ist. Für Winkel 4 zwischen 0 und 6 oder 5 6 und a verliert sie dennoch 
) ) 


keineswegs ihre Bedeutung. Sie stellt nämlich in diesen beiden Winkelbereichen 
die Funktion P}) (cos 4) asymptotisch dar. Macht man für große Werte von " 
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in (25) obendrein von dem asymptotischen Ausdruck fiir die Gammafunktion 


Gebrauch, so leitet sich für solche » für (x) die Darstellung her: 


(26) 
mit » +0 ist noch einfacher 


_ (m ) InN+ N-sin » -#- 
(26a) P” (cos 9) ~ (2asin 9) 


Die Darstellungen (26) gelten für jedes x mit jare » < a und für alle 4 
mit e << * < ” —e, worin & eine beliebig kleine Zahl ist. 

In bezug auf » hat die Funktion m (x) unendlich viele Nullstellen. die : 
alle reell und einfach sind. Wegen Gl. (7) liegen sie symmetrisch zum 
Punkte » =— 0,5. Für große n ergibt sich die Lage der Wurzeln angenähert 
aus Gl. (26). Außerdem ersieht man aus dieser Gleichung, daß sich mit 
wachsendem » der Abstand zweier aufeinanderfolgender Wurzeln mehr und 
mehr dem Werte n/« nähert. Für größere Winkel « läßt sich auch aus Gl. (26) 
eine Formel gewinnen, die die höheren Wurzeln der Gleichung P (cos a) = 0 
explizite zu berechnen gestattet. Für kleine Winkel « ist jedoch diese Formel 
nicht brauchbar. In diesem praktisch besonders wichtigen Fall benutzt man 
besser zur Herleitung einer solchen Formel die erstmalig von Macdonald [4 
aufgestellte G1.(27), die die Funktion P7 (cose) mit derBesselschen Funktion J,, 


verknüpft. Sie schreitet nach Potenzen von sin? (5) fort. hat aber auch nur 


asymptotischen Charakter. Da die Nullstellen der Besselschen Funktion J,, (x) 


N % a\™ 
= + sin? 
P,„"(eose) {(» +5 ) cos 51 (mM + sin 3 


| Jn 1) 
2n 


7 
—-J,42 + 6 Ji, 


q 29 
sin* 9 . 67 In43 


31 11 1 
12 Jin + +5 (m 72 J, +6 (m) | 


= (2n +1)-8in- 5 


bekannt sind, so liefert die Auflösung der Gl. (27) nach n + > tatsächlich — 


> 
eine Formel, die besonders bei kleinem Winkel für die direkte Berechnung 
von n gut brauchbar ist. In der Form (28) gilt sie für jedes beliebige m. Die 


4m" — 1 
26 — 104m”? 48m* — 120m? + 100m 
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Größe j, bedeutet darin eine beliebige der unendlich vielen Wurzeln der 
Gleichung J,,(2)=0. Ahnlich wie die einfache Kugelfunktion besitzt auch die 
Gl. (29) unendlich viele einfache und reelle Nullstellen nach «. Jedoch sind 


(29) (cosa) (— cos) — (— cosa) = 0 
bisher besondere Formeln fiir die bequeme Berechnung der Wurzeln dieser 
Gleichung nicht aufgestellt worden. 
Aus Gl. (27) folgt für die Ableitung von P”" (cos a) nach n die für kleine « 
brauchbare Darstellung: 
(cosa) \fı 1 
| ) cos 4 
3 
N 


. 4a [259 89 287 n 
+ sin! | — +4 (y) + „(m 


5 n 
3 + 6 In rs 


J 


43 n? 


Ist nicht «, sondern 1 — @ ein sehr kleiner Winkel, so gestatten nach 
Macdonald [11] die Wurzeln der Gl. P}" (cos «) = 0 mit a — « = @ in erster 
Näherung die Darstellung: 


« = k 


9 
(31b) n= | (m=0,k =0,1,2- - 
Das sehr übersichtliche Verhalten der Kugelfunktionen in Abhängigkeit 
vom Grade läßt sich zum Beweis einer Beziehung benutzen, die das Produkt 
zweier Kugelfunktionen vom beliebigen Grade durch eine unendliche Reihe 
von Produkten zweier solcher Funktionen von ganzzahligem Grade darstellt. 
Die Funktion f(s) in (32) ist nämlich eine in s gerade und meromorphe Funktion. 


Sie hat in den Punkten s = —p—m— 5 und s=p+m+- 5 mit p=0, 
1,2-.+- lauter einfache Pole und das längs eines Kreises vom Radiuss —> « 


1 _m 
— (m+ (-2)-P 4 


« = 


erstreckte Integral über /(s) - ds verschwindet, solange in x = cos # und x’ = cos# 
stets $> 9’ ist. Wendet man daher auf das längs eines derartigen Kreises 
fu) 
(u — 8) 

steht bei ganzzahligem Wert von m die für alle 9 > 9’ gültige Formel: 


genommene Integral iiber den Residuensatz von Cauchy an, so ent 


Tim +r +1)0 (m—»y)- Pr" (- x) Pe) 


p! ptm+r+l1 + 


(33) 
9 


p=0 
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(2m + p)! 
Im +v m — v)- PO“ (a) = > - P—* (x) 
p! prm 
p=0 


] ] 


ptm+v+1l p+m-v 


Lißt man in dieser Gleichung .r’ > 1 gehen, so erhält man durch 
einen gewöhnlichen Grenzübergang die einfachere Beziehung: 


Hierin kann man schließlich noch mittels der Gl. (9a) von den Funk- — 
tionen 1" zu den Funktionen P/‘ übergehen. Wird gleichzeitig 2 = — Ly 
gesetzt, so kommt heraus: 


oo 
ı sinzv Y 
PY (x) S (x,) 
— 
p= 0 


l 
Ivo+m+ +1 p+m-v) 
p 


Diese letzte Gleichung läßt sich zur Berechnung von P’ (x,) es 
wenn » in der Nähe einer ganzen Zahl liegt. Für ganzzahliges » selbst wird 
sie zu einer Identität. En 


Literatur-Zusammenstellung 


1) E.W. Hobson, Spherical and Ellipsoidal Harmonics, Cambridge 1931. 
2) E.T. Whittaker and G.N. Watson, A Course of modern Analysis, 
Cambridge 1927. 
J. Dougall, Proc. Edinburgh Math. Soc. 18. S. 33—S3. 1900. 
H. M. Macdonald, Proc. London Math. Soc. 13. S. 220—221. 1914. 
W.L.Barrow and L. J. Chu, Proc. Inst. Rad. Eng. 27. S. 51 —64. 1939. 
) G.C. Southworth, Proce. Inst. Rad. Eng. 27. S. 95—102. 1939. 
7) W. L. Barrow and F. D. Lewis, Proc. Inst. Rad. Eng. 27. S. 4] bis 
51. 1939. 
S) 8. A. Sehelkunoff, Bell System techn. Journ. 17. S. 17—48. 1937. 
9) Riemann-Weber- vy. Mises, Die partiellen Differentialgleichungen 
der mathematischen Physik, Bd. II, Berlin. 
10) F. Borgnis, Ann. d. Phys. [5] 35. S. 359—384. 1939. 
11) H. M. Macdonald, Proe. London Math. Soe. 31. S. 264—278. 1899. 
Berlin. 


(Eingegangen 13. Januar 1940) 
zer 


er G 
ie 
id > 
er (34) 4 
ch 
er 
pit 
kt 
he 
It. 
D. 
0, 
r) 
9 
| 
| 
7 


Annalen der Physik. 5. Folge. Band 37. 


Elektronensprung-Schwingungskombinationen 
in den Spektren der Praseodymsalze 


Von A. Hellwege geb. Roever 


(Mit 9 Abbildungen) 


> § 1. Einleitung 

Nachdem es Ewald!) gelungen ist, die komplizierten Spektren 
der Nd-Salze bis auf mehrere weniger intensive Liniengruppen?) zu 
analysieren und als reine Klektroneniibergiinge oder als Elektronen- 
übergänge mit Überlagerungen von Gitterschwingungsfrequenzen zu 
deuten, lag es nahe, dieselben Deutungsversuche auch auf die 
Spektren der Pr-Salze anzuwenden. Die Untersuchung der Pr-Salz- 
spektren durch Merz*) brachte eine Ausmessung der Frequenzen 
der intensiven Linien und eine mit Gobrecht*) und Lange’) fast 
in allen Punkten übereinstimmende Termzuordnung. Der Zweck der 
vorliegenden Arbeit ist nun die Deutung der zahlreichen von Merz 
nicht eingeordneten und zum Teil auch nicht ausgemessenen Linien 
auf Grund der Joos-Ewaldschen Vorstellung als Elektronensprung- 
Schwingungskombinationen, damit eine Vervollständigung der Deutung 
der Pr-Salzspektren überhaupt, und eine eingehende Betrachtung 
der durch die Übergänge der 4f-Elektronen im Pr-Ion angeregten 


Gitterschwingungen. 
§ 2. Experimentelles 
Es wurden folgende Salze in kristallisierter Form hergestellt: 


Pr,Zn,(NO,),,- 24H,O hexagonal 
Pr,Mg,(NO,),.- 24 H,O hexagonal u 
Pr,Mn,(NO,),,- 24H,O hexagonal 
Pr(NO,),-6H,O . . . triklin 
Pr(BrO,)-9H,O . . . trigonal 
Pr,(SO,),- 8H,O. . monoklin 
Pı[C,H,(SO,),],-9H,O hexagonal 


1) H. Ewald, Ann. d. Phys. [5] 34. S. 209. 1939. 

2) Diese wurden inzwischen als Überlagerung von Kombinationsfrequenzen 
gedeutet: K.-H. Hellwege u. A. Roever, Ztschr. f. Phys. 114. S. 564. 1939. 

3) A. Merz, Ann. d. Phys. [5] 28. S. 569. 1937. 

4) H. Gobrecht, Phys. Ztschr. 37. S. 549. 1936; H. Gobrecht, Ann. d. 


Phys. [5] 28. S. 673. 1937. ~ 
5) H. Lange, Ann. d. Phys. [5] 31. S. 609. 1938. = a 
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Als Ausgangsmaterial diente ein Pr-Nitratpräparat von Schering 
und ein besonders reines Pr-Nitratpräparat, das freundlicherweise 
yon Herrn Generaldirektor Dr. Feit, dem wir unseren wärmsten 
Dank aussprechen, zur Verfügung gestellt wurde. Die Salze wurden 
zunächst alle in kleineren Kristallen hergestellt, da die Darstellung 
großer, klarer Einkristalle wegen der leichten Bildung von Ein- 
schlüssen von Mutterlauge schwierig ist. Im Falle der hexagonalen 
Pr-Doppelnitrate wurde aber Wert auf saubere Einkristalle gelest, 
da diese in polarisiertem Licht in Abhängigkeit von den Kristall- 
richtungen durchstrahlt wurden. Dabei war die Strahlrichtung stets 
senkrecht und die Richtung des elektrischen Lichtvektors einmal 
parallel und einmal senkrecht zur optischen Achse. Beim PrZu-Doppel- 
nitrat wurde auch das leichte Kristallwasser durch schweres ersetzt. 
und zwar durch Umkristallisieren des „leichten“ Salzes aus D,O in 
Vakuumapparaturen bei 2-5 mm Druck. 

Bei den anderen Salzen wurden wie bei Ewald’) in dickeren 
Schichten (bis zu 10 mm) Konglomerate von etwa 2—3 mm? großen, 
sauber gebrochenen Kriställchen benutzt, bei denen also bei den 
Absorptionsaufnahmen über alle Kristallrichtungen gemittelt wurde 
‘Vielkristallmethode), oder aber als besonders schwach absorbierende 
Schichten dünne Schichten von zwischen mattierten Glasplättchen 
zerriebenem Kristallpulver (Pulverschichtmethode) benutzt. 

Diese Kristallpräparate wurden während der Aufnahme in 
tlüssigem Wasserstoff (T = 20° K) gekühlt. Das Präparat wurde 
dazu in ein mit flüssigem Wasserstoff gefülltes kleines Dewargefab 
und dieses in ein größeres, mit flüssiger Luft gefülltes Dewargefäb 
gehängt. Der Krater einer Bogenlampe wurde auf das Präparat und 
dieses auf den Spalt des Spektrographen abgebildet. Zur Herstellung 
von polarisiertem Licht wurde ein Nikol vor dem Präparat ange- 
bracht. Als Spektralapparat wurde im allgemeinen ein Steinheil- 
glasprismenspektrograph (Lichtstärke 1:10, mittlere Dispersion bei 
7000 A ungefähr 50 A/mm, bei 5000 A ungefähr 15 A/mm) benutzt. 
Zur Erlangung größerer Dispersion wurde ein Woodsches Konkav- 
gitter von 3m Radius in Runge-Paschenscher Aufstellung (Gitter- 
konstante 0,0016933 mm, Gesamtstrickzahl 75000, Dispersion in 
erster Ordnung ungefähr 5,5 A/mm) angewandt. 

Für die Aufnahmen wurden wegen ihrer großen Empfindlichkeit 
hauptsächlich ISS-Platten, daneben auch Spektral-Total-Hart-Platten 
benutzt. Am Steinheilglasspektrographen betrugen die Belichtungs- 
zeiten von 30 Sek. bei dünnen Schichten an bis zu 4 Std. bei dicken — 


I) H. Ewald, a.a. 0. 
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Schichten, da bei den Vielkristallaufnahmen die Lichtverluste durch 
Retlexion und Streuung sehr groß sind. 

Die Platten wurden mit einem Zeiss schen MeBmikroskop mehr. 
fach ausgemessen, z. T. auch mit einem Zeiss schen Registrierphoto- 
meter zuniichst ausphotometriert. Als Vergleichsspektrum diente das 
Spektrum eines Kisenbogens. Die Genauigkeit für die schärfsten Linien 
beträgt etwa + 0,5 A (+ 1,5cm")), für die diffusen Linien etwa +24 
(+5 

§ 3. Experimentelle Ergebnisse 

Wie bei den von Ewald a. a. O. ausgemessenen Nd-Salzspektren 
kann man die Linien der Pr-Salzspektren in drei Arten von Linien- 
gruppen einteilen, die in ihrem Wesen mit denen der Nd-Salzspektren 
übereinstimmen. Jedoch verhalten sich diese verschiedenen Linien- 
arten in ihren relativen Intensitäten, ihrer Polarisation und Schärfe 
in den Pr-Salzspektren anders als in den Nd-Salzspektren. Dabei 
ist zu beachten, das sämtliche Pr-Salze eine weit schwächere Ab- 
sorption zeigen als die Nd-Salze. 

Diese Arten von Liniengruppen sind: 

l. Gruppen von wenigen, verhältnismäßig intensiven, scharfen 
Linien in Abständen von rund 10—40 em”!; sie sind reinen Elek- 
tronenübergängen der zwei 4f-Elektronen des Pr in ihrer 4 f-Schale 
zuzuordnen (vz. Bei Aufnahmen mit großer Dispersion zeigen einige 
von ihnen eine Art „Hyperfeinstruktur“, d.h. es zeigt sich, daß es 
sich jeweils um mehrere sehr eng beieinander liegende Linien 
handelt (Abstand ~ 0,5 em), 

2. Gruppen von vielen, dicht gedrängten Linien im Frequenz- 
abstand von etwa 60—300 cm”! von den unter 1. genannten Linien. 
Ihre Schärfe ist durch Überlagerung herabgesetzt, erst bei Bestrahlung 
mit polarisiertem Licht (€ || und | zur optischen Achse) wird die 
Zahl der Linien verkleinert, so daß ihre Schärfe deutlich wird. Ihre 
Intensität ist zum Teil größer als die der unter 1. genannten Linien. 
Sie werden Überlagerungen von äußeren Gitterschwingungen über 
die reinen Elektronenübergänge zugeordnet (vz, + v;). 

3. Verhältnismäßig scharfe, aber äußerst schwache Linien- 
gruppen, die als Wiederholung der unter 1. genannten Linien auf 
deren kurzwelligen Seite in Abständen von 500—1800 em”! auf- 
treten. Sie sind Elektronenübergängen mit überlagerten Schwingungen 
der eingebauten komplexen Gitterbausteine (NO,, H,O usw.) zu- 
zuordnen (vz; + 14). 

Die Begriindung dieser Deutung und die weiteren Unter- 
suchungen folgen in späteren Paragraphen. Hier soll zunächst eine 
Tabelle der gemessenen Wellenzahlen der Linien in den Spektren 
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dreier Salze gegeben werden, in der schon jetzt in den beiden 
letzten Spalten die Zusammensetzung der Wellenzahlen aus dem 
Elektronenübergang (vg) und der überlagerten Gitterschwingungs- 
frequenz (vr; bzw. »,) angegeben wird. Für das PrZn-Doppelnitrat 
werden in Tab. 1 die Wellenzahlen der Linien für das ganze sicht- 
bare Spektrum wiedergegeben, für das Pr-Nitrat und das Pr-Sulfat 
nur die hier interessierenden Teile, nämlich die Gruppen im Gelben 
mit den Überlagerungen der inneren Gitterschwingungen. Die 
Wellenzalilen der wichtigsten Linien des übrigen Spektrums finden 
sich bei Merz a.a. O. Die in der Tabelle benutzte Bezeichnung der 
einzelnen Linien durch Angabe der jeweiligen Termübergänge und 
durch kleine Buchstaben wird zum Vergleich auch in den repro- 
duzierten Photometerkurven !) angewandt. 
Tabelle 1 
Wellenzahlen der Linien dreier Pr-Salze und ihre Zuordnung?) 

reiner Elektronenübergang: 

Frequenz äußerer Gitterschwingungen: 

Frequenz innerer Gitterschwingungen; 

= Betrag der Grundtermaufspaltung. 
Geschätzte relative Intensitäten: 
s.8. = sehr stark; s. = stark; w. w. = sehr schwach: w. = schwach. 


a) PrZn-Doppelnitrat (mit Berücksichtigung der Polarisation der einzelnen Linien) 


Bezeichnung 


i —1| Ges . 
vinem Gesch. vine Seu 
des Term- in cm 


= , bzw.» .u. 
für rel. für rel. "9 : 
€ 1X Intens.  Intens, in em”! in em™ 


—> 'G, 

(a-g) (16776,7) 16873—96 

e-g 16826,7 -  16826,7 yr. 16922—96 
16873,3 .s.  16873,3 .s.  16873,3 
16897,2 16897,2 
16922,4 16922,4 .8.  16922,4 

16935,9 16935,9 

16994,5 16994,5 
| 17008,6 
17020,5 
17028,2 
17044,3 17044,3 
| 17060,8 17060,8 
17065,2 17065,2 
17079,2 17079,2 
| 17094,3 17094,3 
17105,4 17105,4 16922,4 


1) Wegen der geringen Intensität der Absorptionslinien mußte auf die 
Reproduktion von Spektralaufnahmen zugunsten von Photometerkurven ver- 
zichtet werden. 

2) Die nur bei der Temperatur der flüssigen Luft beobachteten Linien 
und ihre Wellenzahlen sind in Klammern angeführt! 
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Tabelle 1 (Fortsetzung) 


Bezeichnung _. = 
des Term ® vinem”! Gesch. | vinem—! Gesch. 4 
für rel. für rel. El 9 v„0od.y 


übergangs , su Y in em! in em”! 
 undder Linie € 1 X | Intens. 


17105,4 171054 16873,3 
17110,9 17110,9 16935,9 
17127,2 17127,2 16935,9 

16897,2 


17139,1 17139,1 
17168,4 171684 16935,9 


(20744,6) 20843—98 
20800,7 8. 20800,7 
20842,7 | =. 20842,7 
(20917,3) 
(20925,2) 
20941,0 20842,7 
20954,2 rw. 20954,2 20842,7 
20964,0 20964,5 20942,7 
20979,4  20979,4 20800,7 
20988,2 k 20842,7 
20991,1 20800,7 
20996,3 20842,7 
21006,9 21006,9 | 20842,7 
21017,7 2 21017,7 i 20800,7 
21023,3 20800,7 
21028,4 20800,7 
21036,0 21038,0 20842,7 
21048,0 21048,0 8. 20842,7 
21054,0 20842,7 
21064,5 20842,7 
21076,2 | w. 20842,7 
21080,6 A 20842,7 


21422-103 
21361,6 | 21461—99 
21422,4 
21461,1 7 21461,1 


21560,0 r. 21560,0 | w.w. 21422,4 
21568,5 ‘ 21570,7 | w.w. | 21422,4 
21588,0 | s. 21422,4 
210903 | w. 21461,1 
21596,6 2 | 21422,4 
21607,2 216072 | s. 21461,1 
21611,9 | w. 21461,1 
21633,7 | =. 21633,7 | =. 21422,2 
21461,1 
21643,5 21643,5 21461,1 
21656,3 21422,4 
21669,0 21669,0 | =. 21461,1 

21673,3 N 21461,1 
21683,0 21422,4 

21685,5 21461,1 

21696,0 | w. 21461,1 

21709,5 | w. 21461,1 


¢ 
2: 940 
30 194 
4 °H, > 
| 0 
*P, 
(b-g) g= 9S 
a 
b 
99 
= 112 
= 12 
9 14 
| 19 
4 
8 
| 
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5H, 
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b-g g = 99 
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7 v„= 138 
= 146 de 
= 165 
= 127 
= 174 
= 146 
‘ a - 151 
= 211 
> = 151 
= 182 
is — 208 
= 212 
= 235 
4 % 
= 248 vgl. 
D @ 


A. Hellwege. Elektronensprung-Schwingungskombinatione n usw. 


Tabelle 1 (Fortsetzung) 


231 


Bezeichnung vine” 
des ‘Term- für 
übergangs 

und der Linie eı 
3H, —> °P, 

21751,1 
21769,5 
21791,3 


21834,1 
21905,2 


21956,3 
22133,4 
22150,5 
22165,8 
22175,6 
22205,3 
22228,4 
22266,2 
23274,2 
22470,7 
22301,3 
22475,8 
22500,5 


(22531,5) 
22592,3 
22621,7 
22653,9 
22687,4 
22713,2 
22766,4— 
22980,3 


1 


rel. 


Intens. 


Gesch. 


vincm! 
für 
EıX 


21751,1 
21769,5 
21791,3 
21811,4 
218341 
21892,0 
21905,2 


21929.0 


21956,3 


22133, 


| 22150,5 


22165,8 
22175,6 
22205,3 
22228,4 
22266,2 
23274,2 
22470,7 


22766,4- 


22980,3 


\ 


Gesch. 
rel. El 


Intens. ı!ncın 


21461,] 
21422,4 
21461,1 
21461,1 
21461,1 
21461,1 
21461,1 
21461,1 
21461,1 
21422,4 
21422,4 
21422,4 
21461,1 
21461,1 
21422,4 
21461,1 
21461,1 
21422,4 
21461,1 
21422,4 
21461,1 


22621-91 
22687 - 95 


22621,7 


b) Pr-Nitrat, ohne Angaben über Polarisation 


bzw.v, od.y 
in cm! 


290!) 
347) 
330) 
OF 50}; 
3731) 
131°) 
1443) 
468') 
4955 
716 
728 
743 
715 
744 
S06 


- $05 


s13 
1038 
1040 
1045 
1047 

95 


145 


Kontinuum 


Bezeichnung 
des Termiibergangs 
und der Linie 


yin em 


16804,1 
16846,5 
16870,1 


17094— 


Gesch. 
rel. 
Intens. 


v„,incm 


in em 


Vo 


16804,1 Kontinuum; einzelne 
in diesem Gebiet 
liegende Linien 

gehéren zum Uber- 
gang °H, 


> VJ, 


1) Zur Deutung dieser Gitterfrequenzen durch Kombinationsschwingungen 
vgl. K.-H. Hellwege u. A. Roever, a.a. O. 


= 
|_| N 
“2 
4 
ı | y 
w.w. Ww. a 
W.W. W 
W. Ww. w. 
w. i 
w.Ww. w. 
4 w. 
w. 
Ww. 
w. 4 w. 
w. = 
w.Ww. w. 
w.Ww. w. 
7 
w.w. w. = 
Ww. Ww. w. : 
w.Ww. w. 
w.w.  22301,3 w. 
w.w. 22475,8 w. 
w.w. 22500,5 w. 
8H, — 5] 
a-g w.w. , 22531,5 w. P| 
c-g w. g 
a 5.8 22621,7 
| b w. 22653,9 w. u 
e 8.8 99687.4 s.s 
| d w. 
— = 
) 
‘ 7 
{ ’H, > 1G, | 
a | 
| Ss. 
2 
4 
te) 
% 
aig - 
4 


Annalen der Physik. 5. Folge. Band 37. 1940 Rar; 


Tabelle 1 (Fortsetzung) 


Bezeichnung Gesch. 
des Termübergangs » in em”! rel. in ( 
und der Linie Intens. in cm 


bzw. 


> 'G, 
17505,2 R 16804,1 
17528,9 16804,1 
17561,2 16804,1 
16846,5 
17600,1 2 16846,5 
16870,1 
17830,0 16804,1 
17850,5 r. 16804,1 
17872,0 16846,5 
17908,2 2 16846,5 
17916,2 16870,1 
18095,5 2 16804,1 
18122,4 16846,5 
18164,3 2 16870,1 
181841 16804,1 
18212,2 16846,5 
18250,1 ; 16870,1 
18465,5 : 16804,1 
16846,5 
18490,0 fs 16846,5 
16870,1 
18568,2 16804,1 
18611,3 i 16846,5 
18632,0 16870,1 


| A 


Sulfat, ohne Angaben iiber Polarisation 


Bezeichnung Gesch. 
des Termiibergangs » in em”! rel. vg, in em! 
und der Linie | Intens. 


16634 16686—52 
16655,1 

16686 

16746 16798—52 
16782 

16798 

16823 

16864 

1 


16896 | Gitterschwingungs- 


16909 — überlagerungen 


16937 
17001 
17063 
17063 — 
17071 


1) Vgl. Fußnote $. 231. 
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Tabelle 1 (Fortsetzung) 


Bezeichnung Gesch. 

des Termübergangs » in cm rel. in em 

und der Linie Intens. 


sH, > J, 
17130 
17184 
17544,5 
17584 16686 SYS!) 
17680 r. 16686 994 
17752 r. 16746 1006 
17793 a 16798 995 
17808 - 16798 1010 
17842 fi. 16686 1156 
17923 A 16798 1125 
17972 7. W. 16634 1338') 
18012 a 16686 1326') 
18147 2 17545 1017 
18189 3 17184 1005 
18266 Ke 17545 1136 
18319 A 17184 1135 
18451 jr 16798 1653 


ul 


Aus der Tabelle fiir das PrZn-Doppelnitrat ist auch die Polari- 
sation der Absorptionslinien zu entnehmen, die wie bei dem ent- 
sprechenden Nd-Salz sehr ausgepriigt ist. Abb. 1 zeigt als einfachstes 


20802 76897 IE 


76873 


20844 
Abb. 1. PrZn-Doppelnitrat. Abb. 2. PrZn-Doppelnitrat. 
3H, —> polarisiertes Licht 5H,» 'G,, polarisiertes Licht 


Beispiel die dem Ubergang 3H, > °P, entsprechende Gruppe, wie 
sie bei Durchleuchten eines Einkristalls von PrZn-Doppelnitrat mit 
dem elektrischen Vektor © einmal parallel, einmal senkrecht zur 
optischen Achse (X) erhalten wurde: Die Linie 20802 em”! tritt nur 
für € | X auf, während sie in der andern Polarisationsrichtung € | X 
streng verboten ist. Genau umgekehrt verhält sich die Linie 20844 cm =". 
In ähnlicher Weise ist die Absorption in allen Liniengruppen von 
der Kristallorientierung abhängig. Es gibt Linien, die nur für € | X 
oder © ı X, aber auch solche, die in beiden Richtungen auftreten. 
Ein Beispiel gibt Abb. 2. 


1) Vgl. Fußnote S. 231. 
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Im Gegensatz zu den Übergängen beim NdZn-Doppelnitrat, für 
die Hellwege!) einfache Ubergangsregeln experimentell auffinden 
konnte, läßt sich hier jedoch die Frage nach der Polarisation de 
Linien nicht durch eine für alle Übergänge gültige Regel beantworten, 


$4. Die reinen Elektronenübergänge 

. Die Spektren der Pr-Salze zeigen im sichtbaren Spektralgebiet 
zwei sehr nahe zusammenliegende Liniengruppen im gelben und drei 
im blauen Spektralgebiet. Die Zuordnung der Gruppen zu Term. 
übergängen ist von Gobrecht, Lange und Merz (a. a. O.) durch- 
geführt worden: die drei blauen Gruppen entsprechen Ubergiingen 
vom Grundzustand *H, nach °P,, *P, und *P,, die gelben nach 
Lange den Übergängen *H, nach 'G, und 'J,. Dabei ist auffällig, 
daß bei den hexagonalen Pr-Salzen die zweite gelbe Gruppe, also 
wahrscheinlich der Übergang nach !J,, fehlt; das kann man s 
erklären, daß dieser Übergang „stärker verboten“ ist als die anderı 
und daß das Übergangsterbot erst in den Kristallen von geringerer 
als hexagonaler Symmetrie durchbrochen wird. Gegen eine andere, 
von Merz a.a. 0. erörterte Annahme sprechen neue experimentelle 
Ergebnisse. 

Ein Vergleich zwischen den von Bethe?) berechneten Zahlen 
der Termaufspaltungen im Kristallfeld mit den beobachteten ist von 
Merz an Hand einer Tabelle für die Terme *P,, *P, und °P, 
diskutiert worden. Die von Merz zu diesem Vergleich benutzte 
Zahl der beobachteten Termkomponenten konnte aber nunmehr auf 
Grund verschiedener experimenteller Beobachtungen zum Teil herab- 
gesetzt werden. So stellte Lehmann?) beim Pr-Sulfat eine weitere 
Grundtermaufspaltung von 52 cm”! fest; die Übergänge von dieser 
Grundtermkomponente zu den Komponenten der oberen Terme hatte 
bisher eine zu große Komponentenzahl des jeweiligen oberen Terms 
vorgetiiuscht. In der vorliegenden Arbeit konnten überdies viele 
Linien als Kombinationen von Elektronenübergängen mit über- 
lagerten Gitterschwingungen ausgeschieden werden. Es wird daher 
hier auf den Vergleich der Betheschen Theorie mit den Beob- 
achtungen auf Grund dieser neuen Ergebnisse noch einmal ein- 
gegangen, wobei auch die Terme ’G, und !J, berücksichtigt werden. 
Dabei ist folgendes zu beachten: 

1. In der Betheschen Theorie wird zu jeder Symmetrie des 
am Ort des absorbierenden Ions herrschenden Kristallfeldes und zu 


1) K.-H. Hellwege, Ztschr. f. Phys. 113. S. 192. 1939. 
2) H. Bethe, Ann. d. Phys. [5] 3. S. 133. 1929. 
3) P. Lehmann, Ann. d. Phys. [5] 34. S. 389. 1939. 
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jedem Gesamtdrehimpuls J des Terms die Zahl der möglichen Term- 
komponente n gegeben. Es brauchen aber auf Grund von Auswahl- 
regeln nicht die Übergänge zu allen Komponenten des oberen Terms 
aufzutreten; d. h. die berechnete Zahl der Komponenten kann 
durchaus größer sein als die beobachtete Linienzahl. 

2. Es ist nicht ohne weiteres anzunehmen, daß die Umgebung 
des absorbierenden Pr-lons dieselbe Symmetrie besitzt wie der 
Kristall. Nach einer Feststellung von Zachariasen!) enthält die 
Einheitszelle des monoklinen Sm,(SO,),-8H,O acht Sm-Ionen, von 
denen sich je vier an völlig men Plätzen der Einheitszelle 
befinden. Man kann annehmen, daß dasselbe für das Pr,(SO,),- 8H,O 
gilt, und vermuten, daß bei den Kristallen der Pr ee | im all- 
gemeinen in einer Einheitszelle mehrere Pr-lonen an verschiedenen 
Plätzen sitzen. Und es ist möglich, daß vielleicht für diese an 
verschiedenen Plätzen der Zelle befindlichen Pr-lonen durch anders- 
artige umgebende Kristallfelder andere Energie- und Symmetrie- 
verhältnisse herrschen. 

Der Vergleich der Betheschen Theorie mit der Beobachtung 
kann somit nicht ohne weitere Annahmen befriedigend sein. Daß, 
wie schon Merz a. a. O. feststellte, der Gang der beobachteten 
Zahlen der Aufspaltungskomponenten mit dem der berechneten über- 
einstimmt, zeigt folgende ausführliche Tab. 2, in der für jedes unter- 
suchte Salz die aus der Kristallsymmetrie berechneten und die 
beobachteten Zahlen der Termaufspaltungskomponenten angeführt 
sind: Mit größerem J des Terms nimmt im allgemeinen die Zahl 
der Aufspaltungen zu. Im einzelnen zeigen sich aber fast überall 
Abweichungen. 


Tabelle 2 


Vergleich der beobachteten Komponentenzahlen mit den von Bethe berechneten. 
(Unsichere Zahlen sind eingeklammert, Striche bedeuten „nicht ausmeßbar“) 


Hexagonal Monoklin Triklin 
Term  PrZn- Pr-Äthyl- Pr- Pr- 


Nitrat sulfat ber. Sulfat ber. Nitrat 
beob. beob. beob. beob. 


. Zachariasen, Journ. Chem. Phys. 3. S. 197. 1935. 
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Die beobachtete Zahl der Komponenten der Terme 1G, und 1J, 
ist bei siimtlichen Kristallen kleiner als berechnet. Es miissen also 
einige Übergänge vom Grundterm zu den oberen Termnivenus ver- 
boten sein. 

Die Zahl der Aufspaltungskomponenten der Terme *P, und ®] 
stimmt recht gut mit der berechneten überein. Dagegen sehr auf- 
fällig ist die fehlende Übereinstimmung beim Term ®P,. Terme mit 
J = 0 sollen theoretisch überhaupt nicht aufspalten. Die Linien- 
gruppe, die dem Übergang von der tiefsten Komponente des Grund- 
terms *H, nach *P, entspricht, soll also nur aus einer Linie be- 
stehen. Wie Tab.2 zeigt, ist das aber nur beim Pr-Sulfat der Fall, 
und auch hier nur beschränkt, da diese eine Linie die oben schon 
erwähnte „Hyperfeinstruktur“ zeigt, die bei Aufnahme mit dem 
Gitter deutlich hervortritt. Diese auch bei anderen Linien auftretende 
„Hyperfeinstruktur“ ist in Tab. 2 nicht berücksichtigt. — Beim PrZn- 
Doppelnitrat besteht die dem Übergang *H, > *P, entsprechende 
Gruppe aus zwei Linien, die senkrecht zueinander polarisiert sind 
(vgl. Abb. 1). In diesem Fall, wie auch in allen übrigen Fällen, in 
denen bei einem Term mehr Komponenten als berechnet beobachtet 
werden, kann man eine Erklärung nur durch die unter Punkt 2 in 
diesem Paragraphen erwähnte Annahme finden. Die energetischen 
Abstände des höheren Terms vom Grundterm würden sich dann 
bei angenommen verschiedenen .lonenarten um ungefähr 10—50 cm”! 
unterscheiden, und so könnte dann die zu große Zahl der beob- 
achteten Komponenten vorgetäuscht werden. — Für diese Annahme 
spricht neben der erwähnten Feststellung von Zachariasen di 
Tatsache der „Hyperfeinstruktur“. Am deutlichsten ist diese bei 
den starken Linien des Pr-Sulfates erkennbar. Manche Linien, 
z. B. die dem Übergang SH,» 'P, entsprechende, bestehen aus 
mehreren, in einem Bereich von etwa 3—5 cm”! eng zusammen- 
liegenden, verschieden intensiven Linien, die eine ausgeprägte 
Polarisation zeigen. Auf eine Reproduktion muß wegen der Schwäche 
der Absorption verzichtet werden. a 


$5. Überlagerung äußerer Gitterschwingungen Ns 


Auf der kurzwelligen Seite der scharfen, den reinen Elektronen- 
übergängen entsprechenden Linien befinden sich im Abstand von 
60—300 em”! Gruppen von dicht gedrängten Linien, die bei Ein- 
strahlung von polarisiertem Licht in Abhängigkeit von der Kristall- 
orientierung völlig scharf und daher zum Teil sehr gut ausmeb- 
bar sind. Am Spektrum des hexagonalen, optisch einachsigen 
Pr,Zn,(NO,),,: 24H,O und isomorpher Kristalle [Pr,Mg,(NO,),, - 24H,0 
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und Pr,Zn,(NO,),,°24D,0] lassen sich diese Gruppen bei Anwen- 
dung von polarisiertem Licht besonders gut beobachten und deuten. 
Es wird daher im folgenden immer auf die Beobachtungen im 


248 234 165 145 


Abb. 3. PrZn-Doppelnitrat. Liniengruppe *//, > *J’, in polarisiertem Licht. 
Photometerkurven. (Das Zeichen X bedeutet immer: optische Achse) - 


65 1 


Abb. 4. PrZn-Doppelnitrat. Liniengruppe ®H, — >» °P, in polarisiertem Licht. 
Photometerkurven 


Spektrum der Pr-Doppelnitrate zurückgegriffen. Abb. 3 und 4 
zeigen die Photometerkurven der Gruppen von Absorptionslinien, 
die zu den Übergängen 3H, —°P,und’H, > *P, bei Anwendung. 
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: von polarisiertem Licht gehören. Die Linien a und b entsprech 
jeweils den reinen Elektronenübergängen, die senkrecht zueinande 
polarisiert sind. (Daß in Abb.4 die Linie b schwach auch fiir & | X 
auftritt, ist auf die nicht ganz saubere Polarisation des Lichtes 
zurückzuführen, denn es mußte mit etwas konvergentem Licht 
gearbeitet werden, und beim Abkühlen auf die Temperatur 

flüssigen Wasserstofis erhielten die recht großen Kristalle Sprüng 
durch die der Polarisationszustand des Lichtes geändert werdeı 
konnte.) Neben diesen beiden Linien zeigen die in Abb. 3 und 4 
dargestellten Gruppen deutlich viele verhältnismäßig scharfe Linier 
die ebenfalls eine starke Richtungsabhängigkeit haben. Das gam 
Verhalten dieser Linien weist darauf hin, daß es sich um ein flüs 
Überlagerung von Gitterschwingungen über den Elektronensprung Ele 
‚handelt. Obwohl so die durch Schwingungsüberlagerung gedeuteten Seit 
Linien intensiver sind als die durch reine Elektronensprünge ge- höh 
deuteten, kann die umgekehrte Zuordnung nicht richtig sein, weil kläı 
sonst der Grundterm bereits bei der Temperatur von 20° K eine die 
_ angeregte Schwingung haben müßte. Daß diese Gruppen nicht auch Nive 
reine Elektronensprunglinien sind, dagegen sprechen folgende Tat- mit 
sachen: 

1. Ihre große Anzahl. 

2. Bei Ersatz des Zn durch das leichtere Mg im Kristallgitter 
zeigen die Linien eine eindeutige Blauverschiebung; d.h. die Gitter- 
frequenzen werden erhöht, wie es bei der Verringerung der Masse 
eines der schwingenden Gitterbausteine zu erwarten ist, und zwar 
muß der Betrag der Verschiebung mit wachsender Frequenz der 
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Abb. 5. PrZn- und PrMg-Doppelnitrat. °?H,—> ®’P,, € | X. Photometerkurven 
geme} 
beson 
Gitter 
Richt) 


Gitterschwingungen ebenfalls wachsen. Dies Verhalten zeigt sich 
deutlich in Abb. 5, wo als Beispiel die Photometerkurve der Gruppe 


5H, > Eı X) der PrZn- und PrMg-Doppelnitrats gezeigt wird. 
Die Maxima der Kurven, die Frequenzen ein und derselben Gitter 
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schwingung zuzuordnen sind, sind dabei durch Striche verbunden. — — 
Bei Ersatz des H,O durch D,O tritt entsprechend eine Rotverschiebung _ 
auf. In beiden Fällen beträgt die Verschiebung von etwa 2 cm! 
bei den kleinsten bis etwa 5cm”! bei den größeren Gitterfrequenzen. 
Eine dabei ebenfalls in einigen Fällen beobachtbare Verschiebung 
der reinen Klektronensprunglinien ist erstens kleiner (< lem!) 
und geht zweitens willkürlich entweder nach Blau oder Rot. Sie 
rührt, wie Ewald, a.a. O., für den Fall der Nd-Salze ausführlich 
erörtert hat, von Feldänderungen be.m Übergang zu verwandten 
Kristallen und nicht von der Massenänderung direkt her. 

3. Bei allmählicher Erhöhung der Temperatur über die der 
flüssigen Luft treten auch auf der langwelligen Seite der reinen 
Elektronensprunglinien Linien auf, die den auf der kurzwelligen 
Seite in gleichen Abständen liegenden entsprechen, nur gemäß der 
höheren Temperatur völlig verwaschen. Das läßt sich nur so er- 
klären, daß bei steigender Temperatur im Grundzustand allmählich 
die Gitterschwingungen angeregt werden und von diesen angeregten 
Niveaus aus ebenfalls Übergänge zu dem oberen Term (Übergänge 
mit 4v =— 1) stattfinden. 

4. Im Gegensatz zu den als reinen Elektronensprunglinien ge- 
deuteten Linien gibt es über die intensiven, hier durch Über- 
lagerungen + gedeuteten Tinien keine vyo,-Überlagerungen, 
was aber der Fall sein müßte, wenn sie ebenfalls reinen Elektronen- 
sprüngen entsprechen würden. 

5. Die aus den Überlagerungen als Frequenzabstände der Linien 
gemessenen Gitterfrequenzen sind in der Größenordnung der von 
Hellwege, a.a.O., gemessenen Gitterfrequenzen des NdZn-Doppel- 
nitrats, die mit denen des PrZn-Doppelnitrats innerhalb der Fehler- 
grenzen wegen des geringen Massenunterschiedes übereinstimmen 
dürften. 

Man wird somit annehmen, daß die hier betrachteten Linien 
Gitterschwingungsüberlagerungen darstellen, und kann daher aus 
den Spektren einiges über die Gitterschwingungen selbst und auch 
über den Vorgang der Anregung der Gitterschwingungen entnehmen. 

Bei der Überlagerung von Gitterschwingungen werden ebenso 
wie bei dem von Hellwege, a.a. O., untersuchten NdZn-Doppel- 
nitrat die für die reinen Elektroneniibergiinge geltenden Übergangs- 
verbote durchbrochen; und zwar nimmt die Durchbrechung im all- 
gemeinen mit der Größe der überlagerten Frequenz zu. Dies zeigt 
besonders deutlich Abb. 3: Die der Überlagerung der kleinsten 
Gitterfrequenzen entsprechenden Linien v2; + sind in derselben 
Richtung polarisiert wie die zugehörigen reinen Elektronensprung- 
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linien vz,: die für die reinen Elektronensprunglinien geltenden 
Übergangsverbote gelten auch noch bei Überlagerung der kleinsten 
Gitterfrequenzen. Die der Überlagerung der größeren Gitterfrequenzen 
entsprechenden Linien dagegen sind in beiden Polarisationsrichtungen 

zu finden, d.h. es treten mit überlagerten Gitterfrequenzen kombi- 
 nierte Elektronensprünge auch in der Richtung auf, für die die 
reinen Elektronensprünge selbst streng verboten sind: Bei Über- 
lagerung höherer Frequenzen werden die für die reinen Elektronen- 
übergänge geltenden Verbote durchbrochen. Zum Beispiel sind in 
den beiden Übergängen *H, > *P, und 3H, -»®P, (Abb. 3,4, 
vgl. dazu Tab. 1a) die der Überlagerung der Frequenz », = 145 em”! 
entsprechenden Linien noch vorwiegend in derselben Richtung 
polarisiert wie die reinen Elektronensprunglinien a und b; schon 
die Überlagerung der Frequenzen »;> 230 cm”! dagegen führt 
beim Übergang ®H,—>P, (Abb. 3) zu praktisch unpolarisierten 
Linien, die sowohl für © | X wie für ELX erscheinen. 


\ 


Marie 


A 


Abb. 6. PrZn-Doppelnitrat. ®H, — > 'G,, polarisiertes Licht, Photometerkurver 
Jede Wiederholung der reinen Elektronensprunglinien a, 6, c, d 
ist durch das Zeichen [~T 1] angedeutet 


Die Anregung der Gitterfrequenzen ist stark von der Natur 
des Elektroneniibergangs abhingig. Das erkennt man schon aus den 
Photometerkurven in Abb. 3 und 4. Obwohl in beiden Fällen zwei 
senkrecht zueinander polarisierte Elektronensprunglinien a und b 
vorliegen, die reinen Elektronenübergänge also ein außerordentlich 
ähnliches Verhalten zeigen, sieht man sofort, daß die diesen beiden 
Linien überlagerten Liniengruppen vz; + v; eine ganz verschiedene 
Struktur aufweisen. Beim Übergang ®3H,—>'G, endlich (Abb. 6, 
vgl. dazu Tab. 1a) hat man den seltenen Fall, daß eine reine Elek- 
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A. Hellwege. Elektronensprung- 


tronensprunglinie intensiver ist als die zugehörigen Linien vy, + »,. 
Das bedeutet, daß hier die Potentialkurven im angeregten Zustand 
nicht so stark gegen die des Grundzustands verschoben sind wie 
bei den Termen *P, und *P,, während diese Verschiebung im 
allgemeinen beim PrZn-Doppelnitrat merklich größer ist als beim 
isomorphen NdZn-Doppelnitrat'). Ferner ist die Zahl der angeregten 
Gitterschwingungen, vor allem im Frequenzbereich über 185 cm'!, 
merklich geringer als bei den Übergängen nach »P, und *P,. Die 
Zahl derartiger Beispiele ließe sich beliebig vergrößern. Zusammen- 
fassend kann man folgern: Die Anregung von Gitterschwingungen 
durch Übergänge Ye. + ¥ ist von der Natur des oberen Terms und 
auch von der jeweiligen Komponente des oberen Terms abhängig. 

Bei zwei auftretenden Gitterfrequenzen zeigt sich eine be- 
sonders interessante Eigenschaft. Die Frequenz »,, = 165 cm”! tritt 
nur dann als Schwingungsüberlagerung auf, wenn der elektrische Vektor 
der absorbierten Linie »;; + vg senkrecht, die Frequenz »,, = 180 cm! 
nur dann, wenn der elektrische Vektor parallel zur optischen Achse 
polarisiert ist. Diese Beobachtung läßt sich eindeutig in beiden 
Liniengruppen, bei denen diese Frequenzen als Überlagerung auf- 
treten (vgl. Abb. 3 und 4, sowie Tab. 1a), machen. Die Gitter- 
schwingung mit der Frequenz »,; = 165 cm! läßt sich also nur 
durch senkrecht zur optischen Achse polarisiertes Licht, die Gitter- 
frequenz »; = 180 cm”! nur durch parallel zur optischen Achse 
polarisiertes Licht anregen. 

Untersucht man besonders dicke Schichten von PrZn-Doppel- 
nitrat-Einkristallen, so tritt in der Gruppe *H, >°P, noch eine 
weitere schwache, diffusere Liniengruppe auf, deren Linien in einer 
Arbeit von Hellwege und Roever, a.a.O., als Überlagerung von 
Oberschwingungen und Kombinationsfrequenzen der intensivsten 
Gitterfrequenzen der ersten Liniengruppe gedeutet werden (vgl. Tab. 1a). 
Beim Ersatz des Zn durch Mg erleiden auch diese Linien die auf 
Grund der Massenänderung zu erwartende Blauverschiebung. 

Am Schluß der Betrachtungen über die Überlagerung äußerer 
Gitterschwingungen werden in Tab. 3 alle beobachteten Gitter- 
schwingungen des PrZn-Doppelnitrats mit den geschätzten relativen 
Intensitäten der zu ihnen gehörigen Linien »z,+ v, zusammen- 
gestellt und mit den beim NdZn-Doppelnitrat beobachteten Gitter- 
frequenzen?) verglichen, wobei bei der großen Fehlergrenze auf 
die Zuordnung im einzelnen kein allzu großes Gewicht gelegt 
werden darf. 

1) Vgl. K.-H. Hellwege, a. a. 0. 

2) H. Ewald, a.a.O. 
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Tabelle 3 = 


Gitterschwingungsfrequenzen des PrZn-Doppelnitrats, a 
verglichen mit denen des NdZn-Doppelnitrats a. 


PrZn-Doppelnitrat NdZn-Doppelnitrat 


Frequenz Intensität Frequenz Intensität 
in em! geschätzt in em”! geschätzt 


76 schwach 
79 4 


” 


49 schwach 
mittel 
schwach 127 
” 
mittel 149 mittel 
stark 
165 stark 
” 175 ” 


” 


185 mittel 
mittel 195 
schwach 202 stark 
mittel 208 _ mittel 
schwach 
mittel 
Pe 231 stark 
schwach 
mittel 239 mittel 
schwach (Fehler bis zu 3 em?) 


Ebenso wie bei den Nd-Salzen überlagern sich auch bei den 
Pr-Salzen die inneren Schwingungen der in den Kristallen vor- 
handenen komplexen Bestandteile den Elektronensprüngen. Doch 
sind die entsprechenden Linien v;;,+ v, bei den Pr-Salzen außer- 
ordentlich viel schwächer als bei den Nd-Salzen und werden erst 
bei Durchstrahlung sehr dicker Kristallschichten beobachtbar. Des- 
wegen und weil die Linien zum Teil in Gebiete stärkerer Ab- 
sorption der nächsten Gruppen fallen, sind sie auch nicht so genau 
ausmeßbar wie bei den Nd-Salzen. 

Als Beispiel werden in Abb. 7 die Photometerkurven von Über- 
lagerungslinien der von dem Elektroneniibergang ®?H, —> *P, im 
PrZn-Doppelnitrat angeregten Schwingungen des NO,-Komplexes 
gezeigt. Jede Wiederholung der reinen Elektronensprunglinien a undb 
ist durch eine Klammer —— angedeutet. Dabei ist zu bemerken, 
daß selbst die stärksten Maxima der Kurve verhältnismäßig schwache 
Absorptionslinien darstellen, während die kleinsten Maxima gerade 
noch mit dem aaa als Absorptionslinien festgestellt werden 
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können. Die erste langwelligste Gruppe ist der Überlagerung der 
ramanaktiven Frequenz 725 cm~!') des Nitrations zuzuordnen. Sie 
ist hier in die Frequenzen 715, 727 und 744 cm! aufgespalten, 
von denen die mittlere, 727 cm”!, am schwächsten auftritt. Das 
stimmt mit der Beobachtung von Ewald im Spektrum des ZdZn- 
Doppelnitrats überein; dort spaltet diese NO,-Frequenz in FUN 
725 und 746 em”! auf, von denen die Frequent 725 cm”! so 
schwach ist, daß sie von Ewald gar nicht eingeordnet wurde. _ 


Die gleich an diese erste — anschließende, äußerst schwache = 


De b+ 75 ao 


a+813 


+1045 


Abb. 7. 
805, 813 “1040, 1045 über den _ > P, 
im PrZn-Doppelnitrat. Photometerkurven. Polarisiertes Licht 


Gruppe ist der ramaninaktiven Frequenz 835 cm”! zuzuordnen, die in 


die Frequenzen 805 und 813 cm! aufspaltet. Bei den Nd-Salz- 
spektren ist die Uberlagerung dieser Frequenz ebenfalls so schwach, 
daß sie nicht eingeordnet wurde; man kann daher sagen, daß die 
ramaninaktive Frequenz 835 cm”! in erster Ordnung nicht auftritt 
(vgl. Hellwege, a.a.O.). Die kurzwelligste Gruppe der Photometer- 
kurve entspricht der Überlagerung derramanaktiven Frequenz 1055cm"", 
die in die Frequenzen 1040 und 1045 cm! aufspaltet. Die dritte 
ramanaktive Frequenz von 1370 cm”! konnte im Spektrum des 
PrZn-Doppelnitrats als Überlagerung nicht beobachtet werden. Sie 
tritt aber im Spektrum des einfachen Nitrates auf. 

Wie in der Arbeit von Hellwege und Roever a.a.O. mit- 
geteilt wird, treten auch Kombinationsfrequenzen des NO,- bzw. des 
80,-Komplexes als Überlagerung auf. 


1) Nach K. W. F. Kohlrausch, Der ne Raman- Effekt. 
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Tabelle 4 


_ Frequenzen und Kombinationsfrequenzen der komplexen Gitterbestandteile: 
(in em?) 


a) des NO,-Ions 


Beobachtete Frequenzen 

ezeich- geführe 

nung Fre- PrZn- NdZn- Pr- Nd- Relat. Intensitit 
quenz') Nitrat Nitrat Nitrat Nitrat 


702 709 mittel 

725 723 schwach 
750 746 mittel 
äußerst schwach 


” ” 
1028 1034 schwach 
1046 1049 
1294 1294 
1377 
1764 


-b) des SO,-Ions 


Ungefäh Beobachtete Frequenzen 
Bezeichnung Relat. Intensität 
Frequenz ') Pr-Sulfat Nd-Sulfat 


455 
615 | 
990 495 schwach 


1125 


56 
( mittel 
26 : schwach 


* 


Er 
c) des H,O-Molekiils 


N Beobachtete Frequenzen 
~~ | Relat. Intensität 
Frequenz ') Pr-Salze Nd-Salze 


1615 | 1620 | 1640 schwach 
1650 1650 und diffuse 


Bezeichnung 


1) Aus Ultrarot- und vorwiegend an Lösungen. 


=) 
725 4 727 725 
| 744 746 | 
we ry 835 805 815 
813 825 
1055 1040 1046 
1045 1051 
2.5.1856 
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In der vorstehenden Tab. 4 werden alle bei den Spektren des 
PrZn-Doppelnitrats,Pr-Nitrats und Pr-Sulfats beobachteten Frequenzen 
und Kombinationsfrequenzen ihrer komplexen Bestandteile wieder- 
gegeben mit einer Zuordnung zu den entsprechenden Raman- 
bzw. Ultrarot-Frequenzen, den geschätzten Intensitäten der zu- 
gehörigen Überlagerungslinien, und die mit ihnen vergleichbaren, bei 
den entsprechenden Nd-Salzen beobachteten Frequenzen. Es ist zu 
erwarten, daß die in den Nd-Salzspektren gefundenen Frequenzen 
mit den hier beobachteten innerhalb der Fehlergrenze über- 
einstimmen, da die das NO,- bzw. das SO,- oder H,O-Molekiil 
umgebenden, die Frequenz beeintlussenden Kristallfelder in beiden 
Fällen praktisch gleich sein müssen. Geringe Unterschiede können 
aber durch die schlechtere Meßbarkeit der Frequenzen für diese 
Linien in den Pr-Salzspektren verursacht werden. 

Wie bei der Überlagerung äußerer Gitterschwingungen (vgl. S. 239) 
werden auch bei den inneren Gitterschwingungen die für die reinen 
Elektronenübergänge geltenden, symmetriebedingten Übergangsverbote 
durchbrochen, und zwar stärker mit zunehmender Frequenz der über- 
lagerten Schwingungsquanten, wieder in voller Übereinstimmung mit 
den Beobachtungen an den Spektren des NdZn-Doppelnitrates’). 
Die noch nicht vollständige Durchbrechung der Übergangsverbote 
ist zu beobachten an den Uberlagerungen der Frequenzen 715. 
727 und 744 em! (vgl. Abb. 7). wo z. B. für EL X die Uher- 
lagerung von 715 cm”! über a weit stärker ist als fiir © ı X. 
während die Überlagerung derselben Frequenz über b das um- 
gekehrte Verhalten zeigt: beim reinen Elektronenübergang tritt 
nämlich a nur für © | X, b nur für & ı X auf. Die Linien «+ 1040 45 
und b+ 1040/45 dagegen sind in beiden Polarisationsrichtungen schon 
wieder gleich intensiv. 

Auf eine interessante Änderung derjenigen Liniengruppe. die 
der Überlagerung der NO, - Frequenz 715, 727, 744 cm ! ent- 
spricht, ist beim Ersatz der H,O- durch D,O-Molekiile beim PrZn- 
und NdZn-Doppelnitrat hinzuweisen. Die beim Spektrum von 
Pr,Zn,(NO,),.-24H,O sehr schwache überlagerte Frequenz von 727cm 
bei Nd 725 cm!) tritt im Spektrum des Pr,Zn,(NO,),-24D,O viel 
stärker hervor. Im Spektrum des PrZn-Doppelnitrates ist die genaue 
Betrachtung wegen der geringen Absorption schwierig. aber im 
Spektrum des NdZn-Doppelnitrates ist diese Tatsache sehr auf- 
fällig. Das zeigt die Photometerkurve (Abb. 8) dieser zur Gruppe 1)?, 


1) K.-H. Hellwege, a.a. O. 
2) Vgl. bei H. Ewald, a. a. O. 
Annalen der Physik. 5. Folge. 
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— mithhl 
---- l,0 


Abb. 8 
C3000 
+, 


Ber, =875 


bobrechh, aa 0 
|Lange.a a 


0 


gehörenden Schwingun: ‘siiber. 
lagerung J) + 716 

746 Im der dey 
Salz mit leichtem Kristall. 
wasser gehörenden »hoto- 
meterkurve tritt die Über. 
lagerung der Fre«uenz 
kaum, bei dem 
Salz mit schwerem ky. 
stallwasser jedoch deutlich 
hervor (die Wiederholung 
D + 725 em”! ist durch eine 
stark ausgezogene Klammer 
hervorgehoben!. Man kann 
diese Erscheinung vielleicht 
so erklären: Wie bei Hell. 
wege und Roever!) gezeigt 
ist, sind die durch einen 
Elektroaensprung angeregten 
Gitterschwingungen so stark 
anharmonisch, daß auch Ober- 
und Kombinationsschwingun- 
gen auftreten. Die erste Ober- 
schwingung zu der Frequenz 
725 cm”! kann nun so sehr 
in den Bereich der Kigen- 
freyuenz des D,O-Moleküls 
fallen, die nach Raman- 
untersuchungen bei 1431 cm” 
liegt und als Schwingungs- 
überlagerung in den Spektren 


725 em 


1) Vgl. K.-H. Hellwege u. 
A. Roever, 


zu Abb. S und &: 


Abb. . Liniengruppe D + I; 
725, 746 em”! von Nd,Zn,(N0,) 
-24H,O u. 94,0. 
Photometerkurven 
Abb. Energieschema des PrZn- 
Doppelnitrats (in unterbrochenem 
Mabstab) 
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verschiedener Nd-Salzkristalle mit einer Frequenz zwischen 1431 und 
1481 cm ') beobachtet wurde, daB die durch den Elektronensprung 
angeregte Schwingung des D,O-Moleküls die Oberschwingung und 
damit die Kigenschwingung der Frequenz 725 em”! des NO,-lons 
„aufschaukelt“, Wenn diese Erklärung tatsächlich zutrifft, würde 
diese Beobachtung für eine sehr starke Kopplung der Wassermolekiile 
mit den übrigen Bausteinen des Gitters sprechen. 


$7. Energieschema der Pr-Salzkristalle _ 


WEN 

Auf Grund der Beobachtungen bei den Pr-Salzspektren und 
den aus ihnen gezogenen Folgerungen in den Arbeiten von Merz. 
Gobrecht und Lange? und der vorliegenden Arbeit kann man 
für die Pr-Salzkristalle ein ziemlich vollständiges Energieschema 
aufstellen. das sämtliche bisher beobachteten Energiestufen eines 
solehen Kristalls darstellt. Als Beispiel wird in Abb.9 das Energie- 
schema des PrZn-Doppelnitratlristalls gezeigt. Die Termbezeichnung 
jedes Niveaus ist rechts angegeben, ebenso die Arbeiten außer der 
vorliegenden, in denen diese Energieniveaus beobachtet wurden. 
Die Energiezustände, die einem Term mit überlagertem Schwingungs- 
uant entsprechen, sind durch Termbezeichnung und hinzugefügter 
Frequenz bezeichnet (z.B. *P,+ 

Um die Polarisation der beobachteten Übergänge vom Grundterm 
zu den höheren Termen anzugeben, sind die einzelnen Niveaus mit den 
Ziffern (1), (2) oder (1,2) bezeichnet. Dann gilt: Übergänge (1,2)- 1,2) 
treten für EN X und © 1 NX, Übergänge (1,2)-ı1) nur für E X und 
Übereänge (1,2)-/2) nur für © | X auf. 


SS. Zusammenfassung 


Es wurden die Absorptionsspektren verschiedener Pr-Salze bei 
der Temperatur des flüssigen Wasserstoffs untersucht. Dabei wurden 
folgende Ergebnisse erhalten: 

1. Mit verbesserter Aufnahmetechnik werden die reinen Elek- 
troneniibergiinge ermittelt und ein Vergleich mit der Betheschen 
Theorie der Aufspaltung eines Terms im Kristallfeld angestellt. 
Auch in diesem einfachen Fall sind einzelne. schwer zu erklärende 
Widersprüche festzustellen. 

2. In Übereinstimmung mit den Beobachtungen bei den Nd-Nalz- 
spektren von Ewald) können die Linien der Pr-Salzspektren reinen 

l) H. Ewald, a.a.0. 


2) A. Merz, H. Gobrecht u. H. Lange. aa. ©. 
3) H. Ewald, aca. 
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Klektroneniibergiingen mit überlagerten äußeren oder innere, Gitter. 
schwingungen sowie deren Ober- und Kombinationsschw gungen 
zugeordnet werden. 

3. Am Spektrum des hexagonalen PrZn-Doppelnitrats wird 
festgestellt, dab es Elektronenübergänge gibt, für die stark sym. 
metriebedingte Ubergangsverbote gelten. Diese Verbote werden bei 
Überlagerungen von inneren und äußeren Gitterschwingunge ı durch- 
brochen, und zwar stärker mit zunehmender Frequenz der Gitter- 
schwingung. 

4. Die Intensität der Linien, die Klektronenübergängen mit 
überlagerten äußeren Gitterschwingungen entsprechen, ist zum Teil 
größer als die der reinen Elektronensprunglinien, während die Inten- 
sität der den überlagerten inneren Gitterschwingungen entsprechenden 
Linien weit kleiner ist. 

5. Die Anregung von äußeren Gitterschwingungen durch Elek- 
tronenübergänge bei Absorption von sichtbarem Licht ist abhängig 
von der Natur des Termübergangs und der jeweiligen Komponente 
des oberen Terms. 

6. Die beobachteten Frequenzen von äußeren und inneren 
Gitterschwingungen werden mit den bei Nd-Salzspektren fest- 
gestellten verglichen. Sie stimmen, wie zu erwarten ist, innerhalb 
der Fehlergrenze gut überein. 

7. Es wird ein vollständiges Energieschema des PrZn-Doppel- 
nitrates gegeben. 


Die vorliegende Arbeit wurde ab Dezember 1938 im II. Physika- 
lischen Institut in Göttingen ausgeführt. Meinem verehrten Lehrer. 
Herrn Prof. Dr. G. Joos, danke ich herzlich für die Anregung zı 
dieser Arbeit und sein förderndes Interesse bei ihrer Durchführung, 
ferner Herrn Dr. habil. K.-H. Hellwege für wertvolle Diskussionen. 
Herrn Prof. Eucken danke ich für die Überlassung von fliissigem 
Wasserstoff. 


Göttingen, Il. Physikalisches Institut, Januar 1940. 
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(i. Hauser. Uber Messungen an einer Resonanzanlage usw. 


Uber Messungen an einer Resonanzanlage 
zur Erzeugung höchster Wechselspannungen 


Von Georg Hauser 


(Mit 13 Abbilduugen) 


Einleitung 

Von H. Dänzer und W. Hasselbeck wurde eine neuartige 
Hochspannungsanlage zur Erzeugung von Höchstspaunungen he- 
schrieben!). Die Anlage liefert Wechselspannung, und es liegt ihr 
das Resonanzprinzip zugrunde. Die erreichbare Spannung wird 
begrenzt durch Energieverluste mannigfacher Art. Eine genaue 
Kenntnis der einzelnen, die erreichbare Hochspannung bestimmenden 
Größen erschien als wünschenswert und ist der Zweck der vor- 
liegenden Arbeit. 

Aufbau der Anlage 

Das prinzipielle Schaltbild der Resonanzanlage ist in Abb. 1 
dargestellt. Eine Ansicht des technischen Aufbaues gibt Abb. 2. 
Die Methode benutzt das Auftreten 
von Überspannungen an den Kapa- J P 
zitäten und Induktivitäten eines Re- 
sonanzkreises. Zur Erregung des Scholtbild 
Resonanzkreises dient ein ‘Trans- — der Hochspannungsanlage 
formatorensystem, das mit 50perio- 
dischem Wechselstrom betrieben wird. 


Aufbau des Resonanzkreises 

Der Kreis ist aus 11 Induktions- 
spulen und 22 Leidener Flaschen ge- 
bildet. Die Induktionsspulen sind die 
Sekundärspulen von Symmetrieinduk- 
toren aus alten Röntgenanlagen von 
durchschnittlich 40000 Ohm Gleichstromwiderstand und 3500 Henry 
Induktivität. Die Leidener Flaschen sind 40 em hoch und haben einen 
Durchmesser von 20 cm. Die durchschnittliche Glasstärke beträgt 
> mm. Ihre mittlere Kapazität ist 3,5-10=®F. Die 11 Induktions- 
spulen sind kaskadenförmig angeordnet und auf jeder dieser Spulen 


Abb. 1 


1) Ann. d. Phys. [5] 25. S. 74. 1936. 
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sind zwei Leidener Flaschen isoliert aufgesetzt. Zur Vermei Ing vor 
Sprühverlusten wurden die Leidener Flaschen mit ihren ©: nungeı 


nach unten in besondere Pertinaxbehälter gestellt und di se mit 
Paraftin ausgegossen. Die Serienschaltung der einzelnen E emente 
wird durch Verbindungsrohre, an den Rohrknickungen durch Kugeln, 


ebenfalls zwecks Vermeidung der Sprühverluste erreicht. Durch die 
Aufteilung der Induktivität und der Kapazität wird die Anlage 
_isolationstechnisch beherrscht. Der Resonanzkreis ist!) auf die er- 
-regende Netzfrequenz von 50 Hz abgestimmt. Die Hochspannung 
liegt zwischen Punkt P und Erde (Abb. 1). Ein großer Konduktor 
etwa 1 m Durchmesser) besitzt die höchste Spannung, etwa 
750000 Volt, gegen Erde. 

Das Auftreten eines kräftigen Verschiebungsstromes vom kon- 
duktor nach Erde ist für das Erreichen der hohen Spannung und 


1) Unter Berücksichtigung der weiter unten beschriebenen Zusatzkapazität 
( in Abb. 3 
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eines günstigen Wirkungsgrades schädlich, da er einen kapazitiven 
NebenschluB zwischen P und Erde (vgl. Abb. 1) darstellt. Durclhı 
folgende Anordnung wurde dieser Verschiebungsstrom zum größten 
Teil unschädlich gemacht. 

Der Konduktor wurde mit einer mit Metallfolie beklebten 
Papierbahn, die an Wand und Decke aufgehängt wurde, umgehen. 
Verbindet man die Folie mit Punkt A (vgl. Schaltschema Abb. 3 
so stellt die Metallfolie mit 
dem Konduktor eine zu den 
Kapazitäten (Leidener Fla- 
schen) parallel  geschaltete 
Luftkapazität dar.  Selbst- 
verständlich wurde der Re- 


sonanzkreis durch die Luft- 
kapazität verstimint. Eine 
neue Abstimmung auf die 
erregende Frequenz von 50 Hz 
war nötig. Es war festzustellen. 
daß die Leistung und die 
Spannung nach Anbringung Gesamtschalischema 
der Luftkapazität und Abstim- 
mung auf die erregende Fre- 


quenz beträchtlich anstiegen. 


Das 
Primärtransformatorensystem 


Das Gesamtschaltschema 
Abb.3 zeigt in seinem oberen 
Teil die Kinzelheiten der 
Transformatorenanlage. Der 
Kreis wird bereits mit hoher 


Spannung gespeist. Zu diesem Zweck werden mehrere Trans- 
formatoren bzw. Spannungswandler in Serie geschaltet. Die 
beiden Transformatoren Tr sind Röntgentransformatoren mit einem 
Übersetzungsverhältnis 120:96000 bzw. 120:95400 Volt mit Mittel- 
erdung. Die beiden Spannungswandler SpW haben das Übersetzungs- 
verhältnis 110:15800 bzw. 110:19700 Volt. Das Potentiometer Pt 
(Spartransformator) dient zur Symmetrisierung der Primärspannung. 
denn jeder Transformator bzw. Spannungswandler bekommt die halbe 
Netzspannung. Bisher wurde die Anlage im allgemeinen mit 120 Volt 
betrieben, so daB jeder Transformator bzw. Spannungswandler nu 
mit 60 Volt primär belastet war. Der Isoliertransformator I Tr ist 
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ein Transformator mit dem Übersetzungsverhältnis 1:1. Au: jedem 
Schenkel sitzt je eine Sekundärspule mit gleicher Windungsz. hl, die 
gegeneinander und gegen den Eiskern hochisoliert sind und die Trans- 
formatoren Tr mit Strom versorgen. Die Primärwicklung liegt an 
der vom Potentiometer Pt kommenden Netzspannung. Der :solier- 
transformator /Tr ermöglicht die Hintereinanderschaltung der vier 
Transformatoren, ohne daß eine Uberbeanspruchung der Dielektrika 
stattfindet. Die Transformatoren mußten allerdings isoliert autsestellt 
werden, da die Energiezufuhr bereits auf hohem Potential erfolgt. 

Die Funkenstrecken F dienen zur Sicherung der Hochspannungs- 
wicklungen der Transformatoren gegen eventuell auftretende Über- 
spannungen. Die Fliissigkeitswiderstiinde W, deren Größe etwa 
100000 Ohm beträgt, vermeiden die Ausbildung von Resonanz- 
schwingungen innerhalb des T'ransformatorensystems. Die Öldrossel- 
spule D mit etwa 25 Windungen schützt den daran angeschlossenen 
Transformator vor Wanderwellen, die sich infolge Entladung des 
Kondensatorensystems bei Überschlägen ausbilden können. J, C und 
C, sind die bereits in Abb. 1 dargestellten Elemente des Resonanz- 
kreises. S ist die Schaltanlage mit Instrumenten zur Steuerung und 
Überwachung des Primärtransformatorensystems. Auf der Schalt- 
tatel S ist auch das Instrument m.4 zur Messung des Resonanz- 
stromes untergebracht. 


Spannungsmessungen 


Zur messenden Untersuchung der Anlage sind genaue Span- 

nungsmessungen besonders wichtig. Das Schaltbild der zur Span- 

2 nungsmessung zunächst 

benutzten Methode ist in 
Abb. 4 dargestellt. 

Die Kugel K stellt 
den Punkt mit maximaler 
Wechselhochspannung dar. 
Ihr gegenüber steht eine 
Platte P von etwa Im 
Durchmesser, die mit 
einer Klemme des Gleich- 
richters Gl verbunden ist. 
Von der zweiten Gleich- 
richterklemme führt eine 
Leitung nach Erde. Wird 
die Hochspannungsanlage in Betrieb genommen, so fließt von der 
Kugel zur Platte ein Verschiebungsstrom, der über den Gleichrichter 


Abb. 4. Schaltbild 
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zur Erde seleitet wird. Das Galvanometer zeigt den gleichgerichteten 
Verschiebungsstrom an. Zur Eichung des Galvanometers ist lediglich 
die Abhängigkeit von Ausschlag und Galvanometerstrom graphisch 
darzustellen. Ist dann eine Spannung mit entsprechend zugehörigem 
Galvanometerausschlag genau bestimmt, so ist die graphische Dar- 
stellung als Eichkurve für sämtliche Spannungsmessungen zu ver- 
wenden, da Verschiebungsstrom und Resonanzspannung proportional 
sind. Die Eichung wurde durchgeführt. Auf die auftretenden 
Schwierigkeiten wegen der Kleinheit des Verschiebungsstromes und 
des veränderlichen Widerstandes des Gleichrichters soll nicht ein- 
gegangen werden. 

Die eben geschilderte Methode zur Spannungsmessung gibt zwar 
relativ genaue Resultate. Die Gewinnung der Kichkurve ist reich- 
lich umständlich. Aus diesem Grunde wurde eine zweite Methode 
der Hochspannungsmessung entwickelt, die in ihrer praktischen Hand- 
habung einfacher ist. 

Der von der Metallplatte abtließende Strom wurde nicht wie 
bisher über einen Gleichrichter mit einem hochempfindlichen Gleich- 
strominstrument gemessen, sondern wurde über einen Verstärker mit 
einem Wechselstrommilliamperemeter gemessen. Zur Emptindlichkeits- 
regulierung wurde parallel zum Eingang des Verstärkers ein passend 
gewählter hochohmiger Widerstand gelegt. Eine Fehlerabschätzung 
ergab einen Gesamtfehler der Spannungsmessung von etwa 4°,. 


Belastbarkeit der Anlage 


Entscheidend für die praktische Verwendbarkeit der beschriebenen 
Methode zur Höchstspannungserzeugung ist die Frage nach der Be- 
lastbarkeit der Anlage. Einen ersten Überblick über diese Frage 
liefert folgende Überlegung: Es ist bekannt, daß ein Resonanzkreis, 
als Sperrkreis geschaltet, dem ankommenden Wechselstrom den 
Widerstand L/CR entgegensetzt, wenn die Ohmschen Spannungs- 
abfälle gegen die Spannung an der Selbstinduktion zu vernachlässigen 
sind. Als Generator benutzt, besitzt der Resonanzkreis einen inneren 
Widerstand von L/CR, wo R den gesamten Dämpfungswiderstand 
der Anlage bedeutet. Wie aus den nun zu besprechenden Be- 
lastungsmessungen hervorgeht (S. 255), hat dieser den Wert: 


= 5.25 - 10" Ohm. 
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Dieser Spannungsabtall ließ sich durch stärkere Erregu gz des 
primären Transformatorensystems wieder ausgleichen, Für die 
meisten Verwendungszwecke, etwa in der Kernphysik. werde: 
nur geringe Belastungen in Frage kommen. Es wurden Bela tungs- 
messungen mittels hochohmiger Flüssigkeitswiderstände ausg führt, 
Diese wurden aus langen Glasröhren mit eingeschmolzenen Elektroden 
hergestellt. Die Füllung bestand aus destilliertem Wasser und für 
sehr hohe Widerstände aus einem Gemisch von Amylalkohol und 
T'etrachlorkohlenstoff. Es wurden so Widerstände bis zu 10” Ohm 
hergestellt. 

Die Belastungsmessungen wurden so ausgeführt, daß an den 
Punkt höchster Spannung ein hochohmiger Belastungswiderstand 
und ein Milliamperemeter nach Erde angeschlossen wurden. 

Aus der tolgenden Abb. 5 ist das Verhalten der Anlage bei 
Belastung zu ersehen. 

Die gestrichelte Kurve stellt die unten berechnete Abhängigkeit 
zwischen Klemmenspannung und Belastungswiderstand dar. 

Die Abhängigkeit des Resonanzstromes im Schwingungskreis 
vom Belastungswiderstand zeigt Abb. 6. 
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Abb.5. Resonanzspannung in Abhängigkeit vom Belastungswiderstand 
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Abb. 6. Resonanzstrom in Abhängigkeit Abb. 7. Belastungsstrom 
u vom Belastungswiderstand abhängig vom Widerstand 
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Messungen an einer Resonanzanlage usw. 


In Abb. 7 wird die Abhingigkeit des Belastungsstroms vom 
Belastuneswiderstand gezeigt. 
Aus den Messungen wurde entnommen, dab die Spannung bei Belastung 


mit einem Widerstand von 135 - 10° Ohm von 535000 Volt... auf 360000 


abfiel. Dabei betrug der Belastungsstrom, d. h. der zur Erde flieBende Strom 
1.4 mA. der Resonanzstrom ist von 24,5 mA auf 26 mA abgesunken. 

/u einem Verständnis der Belastungsmessungen kommt man 
; ' durch Vergleich der Resonanzschaltung mit einem belasteten gal- 
vanischen Element mit dem inneren Widerstand W, und dem 
äußeren Widerstand r. 

Bekanntlich ergibt sich dann für die Klemmenspannung I’ bei 
gegebener elektromotorischer Kraft V’: 
Ver 
We+r 
In dem Diagramm Abb. 5 sind die gemessenen und die nach vor- 

5 D> 


(1 P= 


it stehender Formel berechneten Werte eingetragen. wobei für IM. der 
Wert 5.25 - 10° Ohm eingesetzt wurde. 


= 


is 
Theorie der Belastungsmessung 

Die folgenden theoretischen Uberlegungen geben Aufschlub 
über die Belastungsfähigkeit und sind im Einklang mit den obigen 
Messungen. Der Resonanzkreis besteht aus der Kapazität C. der 
Induktivität L bzw. des induktiven Wider- 
standes » L und dem Dämpfungswider- oo 
stand A. Der Kreis wird durch die IR 
Klemmenspannung E erregt. Parallel zu | 
Lund R soll der Belastungswiderstandr = 
. 
liegen, der von dem Belastungsstrom i = 
durchflossen wird, An der Kapazität 4 
bzw. der Induktivität tritt die Resonanz- 
spannung P auf. Der komplexe Wider- 
stand des gesamten Stromkreises setzt u 
sich zusammen aus dem Anteil 1 i@C Abb. S 
und dem Kombinationswiderstand, der 
aus r einerseits und R -+- andererseits gebildet ist vgl. Abl.s. 

gebildet ist : 

Es folet also: 

w r+ RK +iol 
3) =< r R+irobiır +R-iol) 
ol r + Ri” + o°1? 
(4) Ree | ral ] [ "R+ rR’+ro®l? 
RP? + ow? Lt oC | | r+ +o? L 
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Wenn die erste Klammer verschwindet, durchläuft der Stron 
ein Maximum. 
Die Resonanzbedingung ist also: ae 
rol = 
5) = 
wl r + RP + ot L? 
Für RX folet dann: 
(6) ta | 
+ RM’ + L? ! 
Die Resonanzspannung ist durch 
1 


oC 


(7) P=]1 

gegeben, wobei sich / aus: J = Dp bestimmt und E die sekundäre 

Transformatorenspannung bedeutet. 
Setzt man für 1/»C seinen aus der Resonanzbedingung folgenden 

Wert ein, so ergibt sich: 

Pau Elwr + R? + ow? L?) ral EoL 


R+ 


Im allgemeinen ist: L* R?, dann gilt: 


(9) 


Wir erweitern diese Gleichung mit r/R, um dieses Ergebnis mit 
der Gleichung des belasteten Elementes k 


(1) 


vergleichen zu können. 
- 
Man erhält: 


bins I 
> + |& 
+): 
+3 
= 


Der Vergleich ergibt sofort: 


R R 
Berücksichtigt man die Resonanzbedingung 


] ak 


= 


in der fiir hinreichend hohe Belastungswiderstiinde (r > 10° Ohm 
die rechte Seite durch I, ersetzt werden darf, dann folgt: Ki 


W. = 
‘ CR 


(12) 
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Man kommt so zu der in der Kinleitung dieses Abschnitts 
angegebenen Gleichung für den inneren Widerstand des Kreises 
zurück. 

Die oben ausgesprochene Vermutung, daß der Resonanzkreis 
mit einem Element verglichen werden darf. wird also durch die 
Rechnung unter der Voraussetzung bestätigt. daß die Belastung 
nur gering ist. 

Oszillographische Aufnahmen 

Die Größe R, welche in der Theorie der Belastung vorkommt, 
darf nieht mit dem Ohmschen Widerstand der Induktoren identi- 
fiziert werden und enthält alle die 
Dämpfung bestimmenden Faktoren. 
Zur Bestimmung dieser Größen 


wurden oszillographische Aufnalı- 
men des Stromverlaufs im Re- 
sonanzkreis beim Ein- und Aus- 
schalten vorgenommen. Zur Auf- 
nahme der Kurven dient die in 
Abb. 9 dargestellte Anordnung. 
Der Schalter bewirkt Abtrennung 
des Resonanzkreises vom Trans- 
formatorensystem. 

In Abb. 10 ist die Abkling- 
kurve dargestellt. 


Abb. 11 zeigt den Einschwingvorgang. 


Abb. 10. Abklingkurve Abb. 11. Einschwingvorgang 
Für R ergibt sich aus den ausgewerteten Aufnahmen 
R = 1,55 - 10% Ohm. 


Eine Berechnung von R aus dem Resonanzstrom der unbelasteten 


Anlage ergibt dagegen 
R= 2,76 10% Ohm. 
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Die Verschiedenheit ist darauf zurückzuführen, daß bei Au ahme 
der Abklingkurven die Anlage nur schwach erregt war. Dir Gleit. 
und Sprühverluste treten dann nicht so stark auf, wie bei E -egung 
der Anlage auf Höchstspannung. Den erhöhten Spriihve luster 
entspricht nach dieser Deutung der Diskrepanz ein Dim, fungs- 
widerstand von 
2,76 — 1,85) - 10% = 0,91 - 10% Ohm. 


‚Jedenfalls kann gesagt werden, daß den Sprühverlusten 
 bämpfungswiderstand von etwa 10° Ohm entspricht. 


Bei Erregung des primären Transformatorensystems auf s1 600 Volt 
wurden 29.5 mA Resonanzstrom erzielt, einem Dämpfungswiderstand 
von 2,76.10° Ohm entsprechend. Da der Ohmsche Widerstand in 
Resonanzkreis etwa 640000 Ohm beträgt, ist der effektive Dämpfungs- 
widerstand mehr als 4mal größer. Dies erklärt sich aus den 
starken Verlusten in den Kapazitäten und den Induktivitäten, sowie 
aus den Gleit- und Sprühverlusten, denen ein Dämpfungswiderstand 
entspricht, der den Ohmschen Widerstand mehrfach übertrifit. 

Es kommen neben den Ohmschen Wärmeverlusten folgende 

Verluste in Betracht: 
Dielektrische Verluste in den Kondensatoren und in Spulen. 

2. Hystereseverluste in den Eisenkernen der Induktoren. 

3. Gleitverluste an den Isolatoren und Sprühverluste der Lei- 


tungen. 
Die folgenden Verlustmessungen bestätigen das Auftreten der 
Verluste 1 und 2. 
Zur Bestimmung des Verlustwinkels in den Leidener Flaschen 
wurde die bekannte Scheringbrücke benutzt. Abb. 12 stellt das 
Schaltschema der Scheringbriicke dar. 
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Abb. 12. Schalischema der Scheringbriicke 
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Eine Kapazität soll, sofern sie verlustfrei ist, eine Phasen- 
verschiebung von genau 90° zwischen Strom und Spannung hervor- 
bringen. Ist die Kapazität mit Verlusten behaftet. was meistens 
der Fall ist, dann ist die Phasenverschiebung nicht genau 90°. 
Der kleine Abweichungswinkel ist als Verlustwinkel bekannt und. 
berechnet sich nach der Formel: 

] 
w C, Ry 


13) =- 


Das Glas der benutzten Leidener Flaschen war sehr schlecht, Es 
ergab sich ein mittlerer Verlustwinkel von etwa 1,5° einem Dämp- 
fungswiderstand aller Flaschen von etwa 0,2- 10" Ohm entsprechend. 
Da die anderen Verluste größer sind, bringt eine Verringerung 
von tgd keine wesentlichen Vorteile. 
Verlustmessungen an den Induktivitäten 

Um die Messungen der Verlustwinkel der Induktivitäten aus- 
führen zu können, wurde die Scheringbrücke in ihrem Aufbau ver- 
ändert. Das Schaltbild der Induktivitätsverlustbrücke zeigt Abb. 13. 
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Abb. 13. Sehaltbild der Induktivitätsverlustbrücke 


Die Theorie dieser Brücke ist im Prinzip völlig analog der fir die 
Kapazitäten. Es soll indessen die Theorie zur Abb. 13 gleich von 
einem allgemeinen Standpunkt aus betrachtet werden. Es wird 
lediglich vorausgesetzt, daß das mit Verlusten behaftete Schaltelement 
nacheilenden Strom führt. In AR, können also Hysterese- und 
Wirbelstromverluste mit einbegriffen werden. Man setzt als kom- 
plexen Widerstand des verlustbehatteten Schaltelementes: _ 
14) i-W-e-#, 


Dann ergibt sich als Briickenbedingung: 
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Hieraus erhält man. 


3° 


W 
(16 a) — COS O + W R, sind = R, oR 
ol, 


h sind = WR, cos 

aus b) 

(18) = 
Die Durchmessung der Induktoren ergab einen mittleren Felilwinkel 


zwischen 48 und 58° Als Induktivitiit ergab sich im Mittel 
pro Induktor: 


L = 3492 H 
und ein mittlerer Dämpfungswiderstand von 
O 
107000 Ohm 


mehr als das Doppelte des Ohmschen Widerstandes von « 
40000 Ohm. 


Zusammenfassung 
Es werden Messungen an einer Anlage zur Erzeugung höchst 
Wechselspannungen beschrieben. Die Größen, welche die Spann 
begrenzen, werden diskutiert. 


Für die Anregung der Arbeit sowie für die Unterstützung dur 
Rat und Tat bin ich Herrn Dozent Dr. H. Dänzer sehr zu Dan 
verpflichtet. Dem Direktor des Physikalischen Instituts der Uı 
versität Frankfurt/M., Herrn Prof. Dr. M. Czerny danke ich 
sein Interesse an der Arbeit. Weiter danke ich der Firma Hart- 
mann & Braun, Frankfurt/M., für die freundliche Überlassung e 
Nadelvibrationsgalvanometers und eines Preßgaskondensators und 
dem Institut für Angewandte Physik der Universität Frankfurt/M. 
für Überlassung eines Hochspannungsvoltmeters. 
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